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1. Introducéo

Esse trabalho é um relatorio do projeto PROMAT - Programa de Acesso
e de Permanéncia de Estudantes da Rede Publica de Ensino em Universidades
Publicas: Um Enfoque & Area de Matematica é executado na UNIOESTE-
Universidade Estadual do Oeste do Parana no Campus de cascavel, com aulas
de matematica ministradas aos sabados. Os planos de aula, relatérios de cada
encontro, descrigdes da metodologia utilizada em cada atividade de ensino e
vivéncias durante o periodo de desenvolvimento do projeto estdo presentes nele.

O projeto conta com 20 encontros de quatro horas aula, separados em
dois modulos. Nos primeiros 10 encontros as aulas sdo ministradas pelos alunos
do curso de Licenciatura em Matematica que estdo cursando a disciplina de
Metodologia e Pratica de Ensino de Matematica - Estagio Supervisionado |. Apos
estes 10 encontros, é feito um novo periodo de inscricdo, os alunos se
matriculam novamente é feita a divulgagao para que entrem novos alunos. E séo
trabalhados conteudos em mais 10 encontros, divididos em 4 temas centrais.
Trabalhamos Analise Combinatéria, Geometria Analitica, Trigonometria e
encerramos com Tratamento de Informacao.

Os planos de aula e a metodologia foram pensados como uma revisao
e aprofundamento dos conteudos do ensino médio, com o intuito de ajudar na
preparagao dos alunos para o vestibular da Unioeste e para o Enem.

A elaboragao das atividades a serem realizadas durante as aulas, planos
de aulas, lista de exercicios e atividades ludicas, foram feitas durante as aulas
da disciplina de Metodologia e Pratica de Ensino de Matematica - Estagio
Supervisionado | com auxilio de nossos professores.

Em nossas aulas, abordamos as tendéncias de Resolug¢ao de Problemas
e de Investigacao Matematica, a fim de fornecer aos alunos conceitos, defini¢des
e sugestdes que os ajudem a compreender e apropriar-se dos conteudos de
forma mais eficaz. Além disso, buscamos estabelecer conexdes entre a
Matematica e as vivéncias do dia a dia dos estudantes.

Para participar do projeto ha alguns critérios, sendo eles: as primeiras
vagas sao destinadas para alunos do terceiro ano do ensino meédio, em seguida

para alunos do segundo ano do ensino médio, e em sequéncia para alunos



matriculados no curso de matematica da propria instituicdo. Um adendo é de que
os alunos ganham horas curriculares. E por fim, caso as vagas ndo sejam
preenchidas, as inscrigdes sdo abertas a comunidade. Para ganhar certificacao

o aluno precisa ter pelo menos 75% de frequéncia.

O projeto proporciona beneficios significativos aos académicos
estagiarios por meio das diversas experiéncias vivenciadas, incluindo a
construgédo e execugao de planos de aula, gestdo e conduta em sala de aula,
planejamento de ensino, trabalho em equipe e organizagdo de situagdes
didaticas. Essas experiéncias contribuem para o nosso desenvolvimento como
futuros professores, melhorando nosso desempenho e preparando-nos para 0s

desafios da carreira docente.

2. O que é o PROMAT

O Promat — Programa de Acesso e de Permanéncia de Estudantes da
Rede Publica de Ensino em Universidades Publicas: Um enfoque a Area de
Matematica, € um programa institucional oferecido pelos docentes do Curso de
Licenciatura em Matematica da Unioeste (Universidade Estadual do Oeste do
Parana) - Campus Cascavel. Seu objetivo principal é atender alunos do ensino
meédio que buscam acesso a rede publica estadual de ensino superior. Além
disso, o plano se propde a oferecer o contetdo educacional basico exigido para
o vestibular e o ENEM (Exame Nacional do Ensino Médio) por meio do “Curso

Preparatério de Matematica”. O programa ¢é dividido em dois semestres.

No primeiro semestre, 0os alunos do terceiro ano de Matematica, atraves
da disciplina Metodologia e Pratica de Ensino de Matematica - Estagio
Supervisionado | organizam e lecionam sob a orientacdo de professores, 0
conteudo abordado neste periodo é relativamente basico e introdutério. No
segundo semestre, 0os alunos do quarto ano de Mateméatica na disciplina de
Metodologia e Pratica de Ensino de Matematica - Estagio Supervisionado Il sdo
responsaveis pela preparacdo e conducdo das aulas sob a orientacdo dos

professores, o conteudo deste periodo é um pouco mais aprofundado.



As aulas sdo ministradas nos campi universitarios aos sabados de

manha, e cada aula dura 3 horas e 40 minutos, incluindo um intervalo de 20

minutos. A cada semestre h4 um novo processo de admissdo e selecéo, e o

programa é totalmente gratuito. Ao final do programa, os alunos participantes

receberdo um certificado de participagéo.

O principal objetivo do projeto é superar as barreiras que os alunos

podem encontrar em sua experiéncia escolar. Para tanto, o curso prepara

diversos materiais de referéncia, entre livros didaticos, materiais operacionais e

jogos elaborados pelos proprios bolsistas, sempre sob a orientacdo e supervisao

do instrutor. A importancia do programa esta em fornecer oportunidades

educacionais significativas e ajudar os alunos a alcangar seus objetivos

académicos

Abaixo a tabela 1 exemplificara todos os conteudos abordados

Tabela 1: Contetdos dos encontros do PROMAT

Modulo Encontro Data Conteudos
1 11/03 Principio Fundamental da
Médulo 1 Contagem e Permutacéo
Técnicas de 2 18/03 Arranjo, Combinacéo e
Contagem Probabilidade
3 25/03 GA: Coordenadas cartesianas,
distancias entre pontos
Médulo 2 4 01/04 Equacédo geral dareta e
Geometria Posicdes das retas no plano
Analitica
5 15/04 Equacéo geral e reduzida da
circunferéncia
6 29/04 Seno, Cosseno, Tangente, arcos
e radianos
Médulo 3 7 06/05 Trigonometria no triangulo
retangulo e arcos notaveis
Trigonometria 8 13/05 Relacfes trigonométricas e
Relacfes fundamentais
9 20/05 Funcdes trigopnométricas (seno,

cosseno e tangente)




Médulo 4 10 27/05 Estatistica, graficos e tabelas
Tratamento
da
informacao

Fonte 1: Autores

3. Opcéao Teodrica e Metodolbgica

Utilizamos a Metodologia de Resolucdo de Problemas, aliada a
metodologia ativa Team-based Learning (TBL), para desenvolver
especificamente os contedados. Nosso objetivo era explorar, junto aos alunos, a
compreensao de conceitos fundamentais para a resolucdo de exercicios
propostos, assim como as abordagens utilizadas pelo ENEM e outros
vestibulares em determinadas questbes. Com o TBL objetivamos aulas
baseadas em atividades estruturadas que promovessem o trabalho em equipe,

a resolucéo de problemas e a aplicacao pratica do conhecimento.

Para enriquecer as aulas, aproveitamos as tecnologias disponiveis,
como o GeoGebra, que nos proporcionou ferramentas praticas, como graficos e
muito mais. Incorporamos 0 uso de jogos sempre que possivel, pois
reconhecemos que as vantagens em os utilizar sdo enriquecedoras para aulas

de matematica.

Destacamos algumas vantagens como por exemplo: 0 engajamento e
motivacao, pois 0s jogos despertam o interesse dos alunos, tornando as aulas
mais envolventes e divertidas. O aprendizado ativo proporcionando uma
experiéncia de aprendizado ativo, no qual os alunos sédo desafiados a resolver
problemas e tomar decisdes dentro do contexto do jogo. A aplicacdo pratica dos
conceitos, oferecendo oportunidades para os alunos aplicarem 0s conceitos
matematicos de forma pratica e contextualizada. Eles podem experimentar na
pratica as consequéncias das suas escolhas e estratégias, desenvolvendo
habilidades de resolucao de problemas e pensamento critico. E a colaboracéo e
interacdo social, na qual projetamos 0s jogos para serem jogados em grupo,
promovendo a colaboracgdo e a interacdo entre os alunos. Eles precisam discutir
estratégias, trocar ideias e trabalhar em equipe para alcancar os objetivos do
jogo. Isso incentiva a comunicacao, o trabalho em equipe e o desenvolvimento

de habilidades sociais.



4. Encontro 1

4.1. Plano de Aula Encontro 1

Plano de Aula 1
11/03/2023

Contetdo

Principio fundamental da contagem; fatorial; permutacao.

Publico-alvo

Alunos inscritos no projeto de ensino Promat.

Objetivo geral
Compreender o principio fundamental da contagem.

Objetivos especificos
o Aplicar técnicas para resolver problemas que envolvam o principio
fundamental da contagem;
o Compreender o conceito de permutacao simples e com repeticéao;
o Resolver problemas evolvendo o uso do conteldo de permutacéo

simples e com repeticao.

Tempo de execucao

3 horas e 40 minutos.

Recursos didaticos

Laminas, quadro, giz, material impresso, projetor,

Encaminhamento metodologico

Iniciaremos o encontro recepcionando os alunos, e entregando um
cracha no qual eles deverao escrever o nome. Logo apds a recepcao, pediremos
ajuda para organizar as cadeiras em circulo e iniciar a dindmica de

apresentacao:



Dindmica de apresentacdo: com os alunos organizados em circulo
vamos iniciar as apresentacfes. Quem se sentir confortavel deve se apresentar
com o nome e alguma informagé&o sobre si, pode ser um filme favorito, um livro,
uma caracteristica, alguma atividade que goste ou o que achar importante de
compartilhar com o grupo.

Depois da primeira rodada iniciaremos uma nova, porém dessa vez o
aluno deve tentar se lembrar do que o colega do lado disse na rodada anterior,
com essa atividade queremos chamar a atencao sobre a importancia de se ouvir

0 que o outro fala também.

(30 min)

Atras do cracha terd um nimero que servira para dividir os grupos. Logo

apos solicitaremos que os alunos se organizem em grupos, de acordo com a

numeragao que receberam no inicio da aula. Entdo vamos explicar que a sala

sera sempre organizada em grupos com o0 objetivo de melhor atendé-los,
especialmente, durante as atividades.

Em seguida, iniciaremos a projecao dos slides e solicitaremos que o0s

alunos resolvam o problema abaixo:

Problema 1: Adaptado do livro de Dante (2014, p.247) Numa lanchonete

h& 4 tipos de sanduiches, 3 tipos de refrigerante e dois tipos de sobremesa.

Figura 1 - Problema 1

Sanduiches | Refrigerantes | Sobremesa

X-tudo Laranja Sorvete
X-bacon Morango Cupcake
X- salada Limédo e

a) De quantas maneiras diferentes podemos comer um sanduiche com
um refrigerante sem a sobremesa?
b) De quantas maneiras diferentes podemos comer um lanche completo,

ou seja, um sanduiche, um refrigerante e uma sobremesa?

(15 min)




Na sequéncia, apresentaremos uma definicdo formal do Principio
Fundamental da Contagem.

Principio Fundamental da Contagem
Se um evento € composto por m etapas diferentes sucessivas e
independentes de tal maneira que a etapa 1 tenha n, possibilidades, que a
etapa 2 tenhan, possibilidades, ..., que tenha nm possibilidades, entdo o
namero total de possibilidades de o evento ocorrer € dado pelo produto n; - n,-

-+ " n,,. Esse é o Principio Fundamental de Contagem.

(5 min)

Disponibilizaremos uma lista de exercicios impressa, e solicitaremos que

os alunos resolvam alguns. Resolveremos no quadro, respondendo duvidas
caso houver. (10 min)

Em seguida abordaremos o conteudo fatorial, apresentando definicdes

e resolvendo exercicios.

Defini¢c&o: seja n um numero natural, com n > 2. Define-se o fatorial de
n, que indicamos por n!, como o produto dos nimeros naturais consecutivos:
nn-1),n-2),..,1
n=n-n-1)-n-2)-...-1

(5 min)

Os exercicios serdo entregues em uma folha impressa. Resolveremos
no quadro junto com os alunos, para explicar o conteudo. (45 min)

Intervalo de 20 minutos.

Ao retornarmos do intervalo, colocaremos duas cadeiras na frente do
guadro e solicitaremos que dois alunos se sentem nelas. Entdo questionaremos
de quantos modos distintos os dois alunos podem se sentarem nas cadeiras. Em
seguida realizaremos as trocas de lugares dos alunos, sendo anotado no quadro
cada combinacéao possivel.

Neste caso, temos duas possibilidades. Dando continuidade
acrescentaremos uma cadeira e solicitaremos que um aluno, diferente dos
outros dois escolhidos inicialmente, sente na cadeira acrescentada.

Realizaremos 0 mesmo processo do que no caso que tinhamos duas
cadeiras. Obtendo, neste caso, seis permutacdes.

Em seguida solicitaremos que os alunos pensem no seguinte caso:




Problema 2: E se tivéssemos quatro cadeiras, de quantos modos

distintos podemos dispor quatro alunos?

(5-10 min)

Ap6s os minutos separados para a resolu¢do do problema anterior,
guestionaremos 0s alunos de que maneira eles solucionaram e faremos uma
conferéncia da solucdo no quadro. Entao, apresentaremos uma definigcao formal

para o conteudo de permutacgao:

Permutacé&o simples
Permutar significa trocar de posicao, e foi exatamente isso que fizemos
no problema das cadeiras. Que neste caso, estamos realizando uma permutacao
simples de 4 elementos. A palavra simples significa que ndo havera repeticdo de
elementos. Definimos permutacéo simples de n elementos por:

B, =n!

(3-5 min)

Solicitaremos entdo que resolvam o seguinte problema:

Problema 3: Quantos sdo os anagramas (diferentes disposicdes das

letras de uma palavra) da palavra AN E L?

(5 min)
Apoés faremos a correcdo juntamente com os alunos. Definiremos em

seguida permutacdo com repeticdo, apresentando um exemplo.

Vamos determinar quantas permutacfes existem para a palavra ASA.
Para facilitar vamos colorir as letras. Vejamos os anagramas da palavra ASA.

AS AAS SA AS SAA SA

O numero de permutacdes simples com 3 elementos é dado por:

P;=3'=3-2-1=6

No entanto note que o anagrama AAS = AAS, SAA = SAA e ASA = ASA
sdo iguais. Ou seja, algumas permutacdes se repetem e ndo podemos conta-las
duas vezes. Para isso devemos dividir o valor de P; (pois a palavra possui trés

letras), por P, (pois a letra A se repete duas vezes).
31 _3-2-1 6

Ps=2=721 32
Dessa forma, o nUmero de permutacdes para as letras da palavra ASA

€ igual a 3.




De maneira geral:
O numero de permutacdes de n elementos dos quais a é de um tipo, S
€ de outro e y € de outro, é dado por:
n!
al-B!-y!
Nos quais «a, 8,y representam o numero de vezes que certo elemento

Palﬁly —

n

repete.

(10-15 min)
O tempo restante do encontro sera destinado a resolucao e correcao da

lista de exercicios.

Avaliacao
A avaliagdo ocorrera de forma continua, através da observacdo do

desenvolvimento dos alunos com os problemas propostos.
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Anexo 1

1° Encontro
Conteudo: Principio Fundamental da Contagem Data: 11/03/2023

1. Ana estava se organizando para viajar e colocou na mala 3 calgas, 4 blusas e 2
sapatos. Quantas combinacdes Ana pode formar com uma calc¢a, uma blusa e um sapato?

a)l2combinagdes

b)32combinacdes

c)24combinacdes

d)16 combinagdes

C) 24 combinacgdes.

Observe que para cada uma das 4 blusas, Ana tem 3 opc¢Oes de calca e duas opc¢des
de sapato.

Portanto, 4 x 3 x 2 = 24 possibilidades.

Sendo assim, Ana pode formar 24 combinacbes com as pecas da mala. Confira os

resultados com a arvore de possibilidades.

2. Um professor elaborou uma prova com 5 questbes e os alunos deveriam
respondé-la assinalando verdadeiro (V) ou falso (F) para cada uma das questdes. De quantas
maneiras distintas o teste poderia ser respondido?

a)25

b)40

c)24

d)32

d) 32 respostas possiveis.
Existem duas opc¢des distintas de resposta numa sequéncia de cinco questdes.
Utilizando o principio fundamental da contagem, temos:

2.2.2.2.2 = 32 respostas possiveis para o teste.

3. De guantas maneiras um numero com 3 algarismos distintos pode ser formado
utilizando 0, 1, 2, 3,4 e 5?



a)200
b)150
€)250
d)100

d) 100.

O numero formado deve conter 3 algarismos para preencher a posi¢cdo de centena,
dezena e unidade.

centena dezena unidade

Na primeira posicao nao podemos colocar o numero 0, pois seria 0 mesmo que ter um
numero com 2 algarismos. Por isso, para a centena temos 5 opc¢des de algarismos (1, 2, 3, 4,
5).

Ja para a segunda posicédo ndo podemos repetir o numero que foi usado para centena,
mas podemos utilizar o zero, portanto na dezena temos também 5 opcdes de algarismos.

Como nos foi dado 6 algarismos (0, 1, 2, 3, 4 e 5) e dois que foram utilizados
anteriormente ndo podem ser repetidos, entdo para a unidade temos 4 opcdes de algarismos.

Sendo assim, 5 x5 x 4 = 100. Temos 100 maneiras de escrever um numero com 3

algarismos distintos utilizando 0, 1, 2, 3,4 e 5.

4. Heitor esta brincando com os seus carrinhos, os enfileirando de maneiras
distintas. Sabendo que ele esta brincando com 4 carrinhos, de quantas maneiras distintas ele
pode enfileira-los?

a4

b) 8

c) 16

d) 24

e) 120

Alternativa D
Temos uma permutacéo simples de 4 elementos:
P4=4!
P4=4.3.2:1



https://brasilescola.uol.com.br/matematica/permutacao-simples.htm

P4=24

Logo, ha 24 maneiras distintas de enfileirar os carrinhos.

5. Durante a expedicdo de uma empresa de pecas automotivas, um entregador fara
a entrega de 5 encomendas. Para uma delas, o cliente pediu urgéncia, e a empresa resolveu
atender a esse pedido. J4 as demais serdo feitas todas em pontos diferentes da cidade. Logo,
o entregador tem liberdade para fazer a rota de entrega dos demais pedidos. Diante disso, de
guantas maneiras distintas essa entrega pode ser feita?

a) 16

b) 24

c) 25

d) 120

e) 720

Alternativa B
O entregador tomara a decisdo das outras 4 entregas, ja que a primeira sera a do cliente
gue pediu urgéncia.
Nesse caso, basta calcular a permutacéo de 4 elementos:
P4=4!
P4=4-3.2-1
P4=24

6. Quantos numeros de algarismos distintos séo possiveis formar com os algarismos
impares 1, 3,5, 7, 9?

a) 6

b) 16

c) 24

d) 120

e) 720

Alternativa D

Como ha 5 algarismos, basta calcularmos a permutacéo de 5 elementos:


https://brasilescola.uol.com.br/o-que-e/matematica/o-que-e-permutacao.htm

P5=5!
P5=5.4.3-2.1
P5=120

7. Simplifique as fragdes:

a)s =222 654 =120
3! 3!
41 4 1 1
b)a T 6541 65 30
)ﬂ _ 5487 _co 4
41.7! 417!
) n! _n(n-1)! _

n-1)!  (n-1)!

(n-3)! _ (n-3).(n—-4).(n-5)! _ _ _ 2 B
€) ey o) =m-3).(n—4)=n*-7n-12

8. Durante suas férias, oito amigos, dos quais dois sdo canhotos, decidem realizar
um torneio de vélei de praia. Eles precisam formar quatro duplas para a realizacdo do torneio.
Nenhuma dupla pode ser formada por dois jogadores canhotos. De quantas maneiras diferentes
podem ser formadas essas quatro duplas?

a)69

b) 70

c) 90

d)104

e)105

9. (Unifor-CE) Um casal e seus quatro filhos vao ser colocados lado a lado para
tirar uma foto. Se todos os filhos devem ficar entre os pais, de quantos modos distintos os seis
podem posar para tirar a foto?

a) 24


https://www.unifor.br/

b) 48
c) 96
d) 120
e) 720

10. (UFJF-MG) Newton possui 9 livros distintos, sendo 4 de Geometria, 2
de Algebra e 3 de Andlise. O nimero de maneiras pelas quais Newton pode arrumar
esses livros em uma estante, de forma que os livros de mesmo assunto permanecam
juntos, é:

a) 288
b) 296
c) 864
d) 1728
e) 2130

11. (ITA-SP) Quantos numeros de seis algarismos distintos podemos
formar usando os digitos 1, 2, 3, 4, 5 e 6, nos quais 0 1 e 0 2 nunca ocupam posi¢coes
adjacentes (juntos), mas o 3 e 0 4 sempre ocupam posi¢cdes adjacentes?

a) 144
b) 180
c) 240
d) 288
e) 360

12. (Enem/2012) O diretor de uma escola convidou os 280 alunos de
terceiro ano a participarem de uma brincadeira. Suponha que existem 5 objetos e 6
personagens numa casa de 9 comodos; um dos personagens esconde um dos objetos
em um dos comodos da casa. O objetivo da brincadeira é adivinhar qual objeto foi
escondido por qual personagem e em qual cdmodo da casa o objeto foi escondido.
Todos os alunos decidiram participar. A cada vez um aluno é sorteado e da a sua
resposta. As respostas devem ser sempre distintas das anteriores, e um mesmo aluno
nao pode ser sorteado mais de uma vez. Se a resposta do aluno estiver correta, ele é
declarado vencedor e a brincadeira é encerrada.

O diretor sabe que algum aluno acertara a resposta porque ha


https://www2.ufjf.br/ufjf/
http://www.ita.br/
http://portal.inep.gov.br/provas-e-gabaritos

a) 10 alunos a mais do que possiveis respostas distintas.
b) 20 alunos a mais do que possiveis respostas distintas.
¢) 119 alunos a mais do que possiveis respostas distintas.
d) 260 alunos a mais do que possiveis respostas distintas.

e) 270 alunos a mais do que possiveis respostas distintas.

13. (UTFPR) O numero de palavras codigo de 5 letras que podem ser

formadas com as letras a, b, ¢, d, e, f, g, h, sem que nenhuma letra possa ser repetida,

é:

a) 56
b) 120
c) 720
d) 2401
e) 6720

4.2. Relatério Encontro 1

Relatério PROMAT
1° Encontro — 11/03/2023

No dia 11 de marco de 2023 as oito horas da manha, estavam presentes
27 alunos. Iniciamos o encontro com uma dinamica de apresentacdo para
conhecer melhor nossos alunos. Cada um se apresentou e falou onde residia.
ApoOs a apresentacdo pedimos para que dissessem o nome do colega do lado.
O objetivo da dinamica é fazer com que eles percebam a importancia de escutar
0 outro.

Em seguida pedimos para que eles se reunissem em grupos de no
maximo cinco pessoas. A primeira atividade adaptada do livro de Dante 2014,
“‘em uma lanchonete ha trés tipos de sanduiche e refrigerante, e duas opgdes de
sobremesa”. A alternativa a solicitava para que descobrissem de quantas
maneiras o cliente poderia comer um sanduiche com um refrigerante sem a
opcao de sobremesa. A alternativa b pedia de quantas maneiras diferentes pode-

se comer um sanduiche, um refrigerante e uma sobremesa. Foi destinado um


http://www.utfpr.edu.br/

tempo a eles para que tentassem resolver entre 0s grupos e em seguida feita a
corregao ao quadro.

No terceiro momento da aula foi introduzido o conceito de principio
fundamental da contagem. Entregamos aos alunos a lista de exercicios e
destinamos um momento para eles tentarem resolver. Em todo momento as
professoras estagiarias circulavam entre as carteiras para tirar as possiveis
davidas. Depois foi pedido para que os alunos fossem até o quadro para resolver.
Ficamos felizes, pois os alunos sédo bem participativos.

No quarto momento foi explicada a definicdo de fatorial, seguida de
exercicios e correcdo deles. Em seguida explicamos sobre o intervalo dos
encontros e os liberamos.

Na volta do intervalo pedimos para que trés alunos se voluntariassem
para realizar uma atividade. Pedimos inicialmente para que dois alunos se
sentassem em duas cadeiras e, de quantos modos diferentes, poderiam sentar-
se. Depois colocamos mais uma cadeira e mais um participante e verificamos de
guantas maneiras diferentes eles poderiam se sentar. O objetivo da atividade &
demostrar como funciona a permutacao.

No sexto momento fizemos varios anagramas com a palavra asa, para
demostrar a permutacao por repeticdo. Houve bastante participacdo dos alunos
nesse momento.

O restante da aula foi destinado para realizacado dos exercicios da lista

e correcdo. Agradecemos a participacao por terem vindo.

5. Encontro 2

5.1. Plano de Aula Encontro 2

Plano de Aula 2
18/03/2023

Conteudo

Arranjo, Combinacéo e Probabilidade.

Publico-alvo



Alunos inscritos no projeto de ensino Promat.

Objetivo geral
Preparar o aluno para questdes do Enem e Vestibulares envolvendo os

conceitos de andlise combinatoria e probabilidade.

Objetivos especificos
o Compreender os conceitos de arranjo e combinacao.
o Diferenciar as técnicas de resolucéo de arranjo e combinacao;
o Analisar situa¢des problemas que envolvam probabilidade.
Tempo de execugao
3 horas e 40 minutos.

Recursos didaticos

Laminas, quadro, giz, material impresso, projetor, dados.

Encaminhamento metodologico

Iniciaremos a aula explanando os conceitos que pretendemos abordar
neste encontro. Em seguida iramos abordar arranjo e suas aplicacdes através
de problemas que envolvem o cotidiano dos alunos, para isso iremos utilizar o

projetor.

Problema 1: Duas amigas entram em um 6nibus com 4 lugares livres,

de quantas maneiras elas podem se sentar?

Figura 2: Problema 1

ey

(15min)

Uma sugestdo para a resolucdo deste problema € enumerar todas as

possibilidades existentes com o auxilio de uma simulagéo na turma.




Esperamos que nesse contexto os alunos interliguem essa situagdo com
seus conhecimentos prévios sobre arranjo, que diferente da permutacao,
trabalhada no encontro anterior, a quantidade de elementos é diferente do
namero de posi¢cao que ele pode ocupar.

ApOs o compartilhamento de ideias no quadro apresentaremos a
definicdo de Arranjo:

Arranjo Simples

Dado um conjunto com n elementos, e sendo p um ndamero inteiro e
positivo, tal que p <n, chama-se Arranjo Simples dos n elementos dados,
agrupados p a p, qualquer sequéncia de p elementos distintos formada com os
elementos do conjunto.

Nota: a ordem dos elementos gera novas possibilidades.

n!
e = =y

(3-5min)

Propomos entdo que os alunos trabalham nos problemas 2 e 3 e

compartilham suas ideias com seu grupo.

Problema 2: Dado o conjunto A ={1, 5,7,9}, quais 0s possiveis

agrupamentos de 2 elementos que podemos formar?

Problema 3: IEZZI (2016, p. 241) A senha de um cartdo magnético
bancério, usado para transacfes financeiras, € uma sequéncia de duas letras
distintas (entre as 26 do alfabeto) seguida por uma sequéncia de trés algarismos

distintos. Quantas senhas podem ser criadas?

(15min)




Na sequéncia iremos trabalhar com um problema gerador para relembrar

0 conceito de combinagéo simples. Acompanhe a situagao abaixo:

Problema 4: (Adaptado) Luana dispde de 4 frutas para fazer uma
vitamina: banana, maca, morango e laranja. Quantas sao as possibilidades de

fazer uma vitamina com duas dessas frutas?

Figura 3 - Problema 4

Banana Macéa Morango Laranja

(10min)

Neste momento iremos levantar a questdo sobre se ordem dos
elementos interfere no resultado, neste caso nao importa, pois, banana — maca
= magéa — banana.

Problemas onde a ordem dos elementos nao importa sdo considerados

problemas de Combinacdo Simples, veja abaixo sua defini¢ao:

Combinacéo Simples

Dados n elementos distintos, chama-se combinacdo desses n elementos
tomados p a p (com p < n) qualquer subconjunto formado por k elementos
distintos, escolhidos entre os n.

Nota: a ordem dos elementos ndo importa.

n!

[ —
P pl(n—p)!




(3-5min)
Para finalizar a discussao deixaremos os problemas 5 e 6 para 0s

alunos resolvem em grupo, em seguida corrigiremos no quadro.

Problema 5: Ha 20 alunos em uma sala de aula, ao iniciar a aula todos

se cumprimentam, quantos apertos de mao ocorreram?

Problema 6: Uma urna contém 5 bolas azuis numeradas de 1 a5e 4
bolas vermelhas numeradas de 1 a 4. De quantas maneiras podemos selecionar:

a. 3 bolas?

b. 3 bolas azuis e 2 vermelhas?

c. 3 bolas vermelhas e 2 azuis?

(15min)

Intervalo (20min)

Apés os alunos retornarem do intervalo iremos trabalhar com a
probabilidade, para isso iremos realizar uma atividade ludica envolvendo este

conceito.

Jogo Corrida de Cavalos

Instrucdes do jogo

- 2 participantes.

- Cada jogador ira escolher de dois a trés cavalos para apostar.

- Em seguida cada jogador ira rolar o dado, resultando assim em dois numeros,
e a soma desses numeros ira identificar o cavalo que ird andar, por exemplo se
0 jogador 1 tirou o nimero 2 no dado e o jogador 2 tirou 4, o cavalo nimero 6
(2+4) ira avancar.

- O cavalo que passar a linha de chegada vence.




Figura 4 - Jogo

Registro
das
apostas
Largada
pada | s | | A | A A | | A A A
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Chegada
Fonte:http://webeduc.mec.gov.br/portaldoprofessor/matematica/condigital3/quias/quia_audiovis
ual_11.pdf
(30min)

Na sequéncia iremos envolver os alunos com questionamentos sobre as

partidas, veja abaixo:

Analisando o jogo
Em quais cavalos vocés apostaram?
Alguém escolheu o cavalo 1? Qual foi o cavalo mais escolhido entre os grupos?
Quais foram os numeros que ganharam a partida?

Vocé tracou alguma estratégia no decorrer do jogo?

Veja abaixo as possibilidades de soma dos dois dados:
1 — Nao temos

2-(1,1)

3-(1,2), (2,2)

4-(1,3), (3,1), (2,2

5-(1,4), (4,2),(2,3), (3,2)

6 —(1,5), (5,1), (2,4), (4,2), (3,3)
7-(1,6), (6,1), (2,5), (5,2), (3,4), (4,3)
8 -(2,6), (6,2), (3,5), (5,3), (4,4)

9 -(3,6), (6,3), (4,5), (5,4)

10 - (4,6), (6,4), (5,5)

11 - (5,6), (6,5)



http://webeduc.mec.gov.br/portaldoprofessor/matematica/condigital3/guias/guia_audiovisual_11.pdf
http://webeduc.mec.gov.br/portaldoprofessor/matematica/condigital3/guias/guia_audiovisual_11.pdf

12 — (6,6)

Note que tinhamos mais possibilidades de vencer com o cavalo 7, e menos com

o cavalo 2 e 12 por exemplo.

(10min)
Para prosseguir com a aula iremos definir o conceito de probabilidade,

fazendo uma relacdo com a atividade anterior.

Probabilidade

Antes de definirmos o que é probabilidade vamos relembrar alguns
conceitos:

Experimento aleatOrio: Todo experimento que, mesmo repetido varias
vezes sob as mesmas condi¢des, apresenta resultados imprevisiveis € chamado
experimento aleatorio.

Espaco amostral: O conjunto de todos os resultados possiveis de um
experimento aleatorio € chamado espaco amostral. Em geral, indicamos o
espaco amostral por Q (lemos 6mega).

Evento: Todo subconjunto de um espaco amostral Q é chamado evento.
Em geral, indicamos um evento por uma letra maiuscula.

Probabilidade de ocorrer um evento: A probabilidade de ocorrer um
evento A de um espaco amostral Q finito € dado por:

Onde n(A4) e n(Q) representam a quantidade de elementos de A e de (,
respectivamente.

Nota: A probabilidade definida acima so6 é valida se todos os elementos
de Q tiverem a mesma chance de ocorrer, ou seja, se () for um espaco amostral

equiprovavel, finito e ndo vazio.

(15min)

Para fixar esses conceitos e reconhecé-los em diversas situacdes
problemas iremos projetar a probabilidade do cavalo 7 ganhar a corrida, assim

como espaco amostral. Em seguida pediremos para os alunos resolverem




alguns problemas da lista, enquanto as professoras circulam pela sala

auxiliando.

Avaliacao

A avalicdo sera feita em todo momento da aula, 0s seguintes pontos sao
considerados: participacdo nas atividades e nas corre¢cdes dos problemas,
comunicacdo do aluno com os demais colegas e por fim a resolugdo dos

exercicios propostos.
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Anexo 1
2° Encontro - Exercicios

Conteudo: Arranjo, Combinacao e Probabilidade. Data: 18/03/2023

1. Qual é a quantidade de arranjos simples que podemos fazer
utilizando 3 letras do conjunto {A, B, C, D, E}?

a) 10 b) 12 ¢) 15 d) 30 €) 60
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Ank = m
5!
A5,3 = m
5!
A5,3 = 1
453 = 5.4.3.2!
’ 2!
A53=5:4-3
A5,3 =60

Os cargos poderao ser ocupados de 210 maneiras distintas.

2. Na busca de incentivar os estudantes da escola a
participarem do evento de Halloween, um colégio decidiu sortear 3 prémios
para 10 estudantes que estiverem com as melhores fantasias, sendo os
prémios: uma bicicleta, um smartphone e um tablet. O nimero de maneiras

distintas que podemos ter o resultado desse sorteio é:
a) 120 b) 250 c) 360 d) 720 e) 1480

Queremos calcular um arranjo de 10 elementos, tomados de 3 em

10!
(10 — 3)!
I

A10,3 = 7

10.9.8.7!
71

A103=10-9-8
A10,3 = 720

A10,3 =

A10,3 =

3. Durante as elei¢des de diretor e vice-diretor escolar de uma
escola estadual, ficou determinado pelo edital que o diretor seria o
candidato mais votado e o vice-diretor o segundo candidato mais votado.

Se, em determinada escola, 4 profissionais se candidataram para a vaga



de gestor, 0 numero de resultados distintos que podemos ter para diretor e

vice-diretor é:
a)8b)10c)12d)15e) 16

Queremos calcular o arranjo de 4 elementos, tomados de 2

em 2:
4!
A2 = —7—
T (4=-2)!
4!
A4,2 = b
_ 4.3.2!
A4,2 = =
A4,2 =12
4, O Senado federal € composto por 81 senadores, com

mandatos que possuem duracdo de 8 anos. Dentro do Congresso sera
montada uma comissdo, com o presidente da comissdo, o relator da
comissao, o secretario e o suplente. O nimero de comissdes distintas que
podem ser formadas, escolhendo 4 dentre os 81 senadores, pode ser

calculado por:
a) Cs1.4Db) As1.4C) 81! d) 81% e) 481

Como a ordem é importante e estamos escolhendo parte dos
elementos do conjunto para cada agrupamento, entdo, nesse caso, 0S
agrupamentos podem ser calculados por meio de um arranjo de 81

elementos, tomados de 4 em 4.

5. Durante o vestibular de uma universidade, o estudante deve
escolher a primeira e a segunda opcdes de curso. Se nessa universidade
h&d 12 opcbes de curso, entdo o niumero de maneiras distintas que um

candidato pode escolher a primeira e a segunda opcdes é:

a) 33 b) 68 c) 132 d) 188 e) 244



12!

A122 =—
T (12 - 2)!

21

,4122—1
10!

Al12,2=12-11
Al12,2 =132
6. Em uma sala de aula existem 12 alunas, onde uma delas
chama-se Carla, e 8 alunos, onde um deles atende pelo nome de Luiz.
Deseja-se formar comissdes de 5 alunas e 4 alunos. Determine o nimero

de comissdes, onde simultaneamente participam Carla e Luiz.

O numero de comissdes onde simultaneamente participam Carla e
Luiz é 11550.

Como queremos formar comissoes, entdo a ordem da escolha nao

€ importante.

Vamos determinar a quantidade de maneiras que podemos

escolher as 5 alunas e os 4 alunos.

k) = =

Como na turma existem 12 alunas e Carla deve pertencer a
comissdo, entdo precisamos escolher mais 4 alunos entre as 11
disponiveis:

11
C(11,4‘) - ﬁ

C(11,4) = 330 comissdes.

Como na turma existem 8 alunos e Luiz deve pertencer a comissao,

entdo precisamos escolher mais 3 alunos entre os 7 disponiveis:
C(7,3) = 35 comissoes.

Portanto, o total de comissbes em que Carla e Luiz estdo

presentes, é igual a: 330.35 = 11550.



7. Um time de futebol é composto de 11 jogadores, sendo 1
goleiro, 4 zagueiros, 4 meio campistas e 2 atacantes. Considerando-se que
0 técnico dispde de 3 goleiros, 8 zagueiros, 10 meio campistas e 6
atacantes, determine o niUmero de maneiras possiveis que esse time pode

ser formado.

Temos que escolher 1 goleiro entre os 3 disponiveis. Entdo, a
guantidade de maneiras que podemos fazer essa escolha € igual a:

C(3.1) = 1

c@3,1) = 3.

Temos que escolher 4 zagueiros entre os 8 disponiveis. Entéo,

a quantidade de maneiras que podemos fazer essa escolha € igual a:
c(8,4) = 70.

Temos que escolher 4 campistas entre os 10 disponiveis. Entéo,

a quantidade de maneiras que podemos fazer essa escolha € igual a:
C(10,4) = 4%
C(10,4) = 210

Por fim, precisamos escolher 2 atacantes entre os 6 disponiveis.

Entdo, a quantidade de maneiras que podemos fazer essa escolha é igual

€(6,2) = 15.

Portanto, pelo Principio Multiplicativo, o nimero de maneiras
possiveis que esse time pode ser formado € igual a: 3.70.210.15
= 661500.



8. Um pesquisador cientifico precisa escolher trés cobaias,
num grupo de oito cobaias. Determine o nUmero de maneiras que ele pode

realizar a escolha.

_ 8! _ 8.7.6.5! B
€83 =315 313
9. No jogo de basquetebol, cada time entra em quadra com

cinco jogadores. Considerando-se que um time para disputar um
campeonato necessita de pelo menos 12 jogadores, e que desses, 2 séo
titulares absolutos, determine o nimero de equipes que o técnico podera
formar com o restante dos jogadores, sendo que eles atuam em qualquer

posicéo.

Dos 12 jogadores, 2 séao titulares absolutos, entdo teremos 10
jogadores disputando 3 vagas. Portanto, temos a seguinte combinacéo:
Cio, 3.

10. Com 12 bolas de cores distintas, posso separa-las de
guantos modos diferentes em saquinhos, se o fizer colocando 4 bolas em

cada saco?

12! ~12.11.10.9.8!

12,4 = - —4
tlz4= 4 (12 — 4)! 418! 95

11. Um fabricante de sorvetes possui a disposicdo 7 variedades
de frutas tropicais do nordeste brasileiro e pretende mistura-las duas a duas

na fabricacdo de sorvetes. Quantos serdo os tipos de sorvete disponiveis?
C7,2 =21

12. Ao jogar um dado, qual a probabilidade de obtermos um

namero impar voltado para cima?

As chances de ocorrer um numero impar sdao 3 em 6, que

corresponde a 0,5 ou 50%.

13. Se lancarmos dois dados ao mesmo tempo, qual a

probabilidade de dois niumeros iguais ficarem voltados para cima?

Resposta correta: 0,1666 ou 16,66%.



14. Um saco contém 8 bolas idénticas, mas com cores
diferentes: trés bolas azuis, quatro vermelhas e uma amarela. Retira-se ao

acaso uma bola. Qual a probabilidade da bola retirada ser azul?
37,5%.

15. Sorteando-se um numero de 1 a 20, qual a probabilidade de

gue esse numero seja multiplo de 2?

16. (ENEM/2020 Reaplicacdo) Um determinado campeonato
de futebol, composto por 20 times, € disputado no sistema de pontos
corridos. Nesse sistema, cada time joga contra todos os demais times em
dois turnos, isto €, cada time joga duas partidas com cada um dos outros
times, sendo que cada jogo pode terminar empatado ou haver um
vencedor.

Sabendo-se que, nesse campeonato, ocorreram 126 empates, 0

namero de jogos em que houve ganhador € igual a:

a) 64 b)74c)254d) 274 €) 634

17. (UFPA) No cartdo da mega-sena existe a opcdo de aposta
em que o apostador marca oito numeros inteiros de 1 a 60. Suponha que o
apostador conheca um pouco de Analise Combinatéria e que ele percebeu
gue é mais vantajoso marcar um determinado niumero de cartdes, usando
apenas 0s oito numeros, de modo que, se 0S seis numeros sorteados
estiverem entre os oito numeros escolhidos, ele ganha, além da sena,
algumas quinas e algumas quadras. Supondo que cada aposta seja feita
usando apenas seis numeros, a quantidade de cartdes que o apostador

deve apostar é
a)8hb)25¢c)28d)19¢e) 17

N = C(8,6)



N = 8x%7x6!/2!+6!

N = 56/2

N = 28

18.  (Fuvest 2004) Trés empresas devem ser contratadas para
realizar quatro trabalhos distintos em um condominio. Cada trabalho sera
atribuido a uma Unica empresa e todas elas devem ser contratadas. De

guantas maneiras distintas podem ser distribuidos os trabalhos?

a)12 b)18 ¢)36 d) 72 e) 108

Sendo as empresas: E1, E2 e E3

Sendo os trabalhos: T1, T2, T3 e T4

Primeiramente, possiveis arranjos para os trés primeiros trabalhos:

(T1,T2,T3), (TL,T2, T4), (T1, T3, T4), (T2, T3, T4): 4 arranjos

Esses trabalhos véo se combinar com 3 empresas diferentes, logo:

3x4 = 12

Considerando agora as 3 possibilidades de escolha da empresa

gue realizara o quarto trabalho:

12x3 = 36

19. (UNICAMP) O grémio estudantil de uma escola é composto
por 6 alunos e 8 alunas. Na ultima reunido do grémio, decidiu-se formar
uma comissao de 3 rapazes e 5 mocas para a organizacdo das olimpiadas

do colégio. De quantos modos diferentes pode-se formar essa comissao?

a)1 120 b)2 240 ¢)6 720 d)100 800 e)806 400



€6,3 - €85 = 6! 31/(6-3)! - 8 51/(8-5)! = 1120

20. (Enem 2015) Em uma central de atendimento, cem pessoas
receberam senhas numeradas de 1 até 100. Uma das senhas é sorteada
ao acaso. Qual a probabilidade de a senha sorteada ser um niumero de 1 a
207?

a) 1/100 b) 19/100 c) 20/100 d) 21/100 e) 80/100

Sao 20 possibilidades em um universo de 100, portanto 20/ 100.

21. (Enem 2017) Um morador de uma regido metropolitana tem
50% de probabilidade de atrasar-se para o trabalho quando chove na
regido; caso ndo chova, sua probabilidade de atraso é de 25%. Para um
determinado dia, o servi¢co de meteorologia estima em 30% a probabilidade

da ocorréncia de chuva nessa regiao.

Qual é a probabilidade de esse morador se atrasar para 0 servico

no dia para o qual foi dada a estimativa de chuva?
a) 0,075 ¢) 0,150 d) 0,325 €) 0,600

30% x 50% + 70% x 25% = 32,5%

5.2. Relatorio Encontro 2

Relatério PROMAT
2° Encontro — 18/03/2023

No dia 18 de marco de 2023, as 8h da manh&, demos inicio ao segundo
encontro do PROMAT. Iniciamos a aula solicitando a organizacdo de grupos de
4 ou 5 pessoas. Posicionamos quatro cadeiras a frente da sala e chamamos dois
voluntarios para uma demonstracdo de diferentes formas que duas pessoas

poderiam se sentar em quatro cadeiras.



Realizamos a explicagdo do conceito de arranjo simples e solicitamos
para que os alunos realizassem dois problemas propostos por nés. Durante o
momento de resolugcdo dos problemas auxiliamos os alunos tirando algumas

duvidas.

Apés alguns minutos realizamos as corre¢des dos problemas propostos
mostrando diferentes formas de resolver exercicios envolvendo arranjo. Em
seguida apresentamos um quarto problemas e demos alguns instantes para que
eles tentassem solucionar. A fim de instigar os alunos a participarem da aula,
para correcao perguntamos se teriam interesse de apresentar suas resolucdes

no quadro.

Figura 5 Aluno apresentando resolucédo

Fonte 2 - Acervo das Autoras

Na sequéncia apresentamos a formalizacdo do conceito de
Combinacdo. Com o intuito de fixar os conceitos apresentados, solicitamos a
resolucdo de mais dois exercicios. Nesse encontro optamos pelo revezamento
entre explicacdo, resolucdo de problemas e correcdo, com o objetivo de um
aproveitamento maior da aula, com um foco maior em demostrar resolucdes

possiveis para diferentes tipos de exercicios.



Entregamos uma lista contendo 20 exercicios para que 0s alunos
realizassem os primeiros ainda antes do intervalo. Apds o lanche fizemos a

corre¢do dos primeiros exercicios convidando os alunos para participarem.

Para dar sequéncia no segundo momento da aula propusemos uma
atividade em forma de jogo de apostas. Para explicacdo do jogo fizemos uma
rodada teste utilizando o quadro o projetor.

Figura 6 - Apresentacéo do jogo

Fonte 3 - Acervo das autoras

Durante alguns minutos os alunos jogaram “Corrida de Cavalos” e
tomaram notas sobre os dados obtidos. Com o objetivo de introduzir o contetdo
de Probabilidade, fizemos alguns questionamentos sobre o que concluiram
sobre os resultados. Desta forma pudemos apresentar, utilizando os dados do
jogo como exemplo, as definicbes de cada item do assunto de probabilidade. Em
seguida os alunos realizaram mais alguns exercicios e logo na sequéncia

fizemos a correcéo.

O contetdo desse encontro gerou algumas discussdes sobre qual
conceito aplicar em qual situacdo. Muitas vezes houve confusao entre arranjo e
combinacao. Percebemos que o problema maior era na parte interpretativa do
problema, em entender o que a questdo solicitava. Na tentativa de reduzir as

duvidas finalizamos a aula com a correcao dos exercicios.

6. Encontro 3



6.1. Plano de Aula Encontro 3

Plano de Aula 3

Conteudo
Coordenadas cartesianas, Distancia entre dois pontos, Ponto médio,
Pontos colineares/condi¢ao de alinhamento entre trés pontos (Determinante).

Publico-alvo

Alunos inscritos no projeto de ensino Promat.

Objetivo geral
Preparar o aluno para questées do Enem e Vestibulares envolvendo os

Geometria analitica.

Tempo de execucao
3 horas e 40 minutos.

Recursos didaticos

Laminas, quadro, giz, material impresso.

Encaminhamento metodologico

Iniciaremos como o Jogo Batalha Naval (45 min)



Figura 7 - Jogo Batalha Naval
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Roteiro do Jogo
— Decida quem sera o primeiro a jogar (pode ser no par ou impar);

— O primeiro jogador ira dar as coordenadas de seu tiro fornecendo o numero e

letra equivalentes ao quadrado que atirou;

— O segundo jogador respondera se o local do tiro € AGUA (quando o quadrado
esta vazio), FOGO (quando acerta uma parte de navio) ou AFUNDOU (quando

acerta o navio inteiro ou todas as partes do navio);

— Quem estiver atirando devera marcar o local na area “JOGO DO
ADVERSARIO*. Se for 4gua marque com uma bolinha para no atirar no mesmo

guadradinho mais de uma vez. Se for fogo marque com X, se afundou pinte o




guadrado e j& coloque bolinhas ao redor, pois nenhum navio pode encostar no

outro.

— O adversério ndo podera informar o tipo do navio, somente se foi FOGO ou
AFUNDOU. Cabe ao outro jogador descobrir através das chances de tiros.
— Se o tiro acertou a agua, passa a vez para o segundo jogador atirar. Se acertou

0 navio (parte ou inteiro) pode atirar novamente.

Apo6s o jogo serd introduzido o conceito de Plano Cartesiano.

Plano Cartesiano

Figura 8 - Plano Cartesiano

22 Quadrante 12 Quadrante

(-3.2)
7 2

1% quadrante: x = 0ey =0
2° quadrante: x < 0ey =0
3" quadrante: x < 0ey <0
4 quadrante: x = 0ey <0

(-22) (3-3)

32 Quadrante 49 Quadrante

(5 min)

Apbs a explicacdo apresentaremos alguns exemplos de representacao

de pontos e poligonos no plano cartesiano.

Exemplo 1: Represente no plano cartesiano poligono ABCD, sendo
A(2,3), B(0,5), C(-4,2) e D(4,-3).

Exemplo 2: Se A(m+3, n-1) e B(m-1,n-2) sdo pontos, respectivamente,

do 1° e 4° quadrante, quais as possiveis solu¢des param e n?

PontoA:m+3>0 »>m>-3
n—1>0 -n>-1




PontoB:m—-1<0 - m< -1
n—2<0-n<0

(15 min)

Em seguida serd entregue uma lista de exercicio para que os alunos
respondam os primeiros exercicios. Durante esse processo as professoras
estagiarias circulardo pela sala sanando as possiveis duvidas. Para finalizar esta
etapa serdo selecionados alguns exercicios para serem corrigidos no quadro.

(20min)

Com o auxilio do slide apresentaremos a formula denominada para

calcular a distancia entre dois pontos.

Foérmula para o calculo da distancia entre dois pontos

d =/ (x-Xo/**+(y-Yo)’

Em seguida é feito juntamente com os alunos os seguintes exemplos, e

alguns exercicios da lista que esta em anexo.

Exemplo 1: Calcule a distancia entre os pontos A e B nos seguintes

casos.
a) 4(0,3)e B(5,0)

b) AG,1) B(-2,9)

(10 min)

Sera destinado um tempo para os alunos resolverem 0s exercicios da

lista, e correcao.

(20 min)

Intervalo (20 min)

Apbs o retorno do intervalo apresentado ponto médio entre dois pontos



Ponto Médio de um Segmento

Considere o segmento AB com extremidades nos pontos A(Xa, Ya) €

B(xs, yB). Seja M o ponto médio do segmento AB, onde M possui coordenadas

(XM, Ym).

Figura 9 - Ponto Médio

W

Nosso objetivo é calcular as coordenadas do ponto M, sabendo as

coordenadas dos pontos A e B.
Xm € a média aritmética de xa € Xg ym € a média aritmética de
YA € YB.
TatTs ya + Y

IM = ——F— Yy = 5

Portanto, sendo M o ponto médio do segmento AB, temos:

o (.m + 25 Yat .tm)
B 9

(10 min)

Apés a explicacdo sera destinado um momento para realizacdo de

exercicios da lista.

(20 min)

O ultimo topico da aula sera a condicdo de alinhamento entre trés

pontos.



Condicéo de alinhamento entre trés pontos

Trés pontos estdo alinhados se, e somente se, pertencerem a mesma

reta.

Para verificarmos se os pontos estdo alinhados, podemos utilizar a
construcdo grafica determinando os pontos de acordo com suas coordenadas
posicionais. Outra forma de determinar o alinhamento dos pontos € através do
calculo do determinante pela regra de Sarrus envolvendo a matriz das

coordenadas.
n »n 1
x, ¥y 1|=0
X oy 1

(10min)

O restante da aula sera destinado para a realizacdo de exercicios e suas

respectivas corregdes
(20min)
Avaliacao

A avaliacdo ocorrera de forma continua, através da observacdo do

desenvolvimento dos alunos com os problemas propostos.
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Emilio. Matematica. 6. ed. S&o Paulo: Atica, 2002. 180 p.

Almanaque dos pais. Disponivel em:
https://www.almanaguedospais.com.br/batalha-naval-jogo-para-imprimir-e-
regras/ . Acesso em: 22 mar. 2023.



https://www.almanaquedospais.com.br/batalha-naval-jogo-para-imprimir-e-regras/
https://www.almanaquedospais.com.br/batalha-naval-jogo-para-imprimir-e-regras/

Anexo 1

3° Encontro - Exercicios

Conteudo: Coordenadas Cartesianas e pontos Data: 25/03/2023

1. Para que valores de m e n o ponto A(m-3, n-2) pertence ao 2°
guadrante?

No segundo quadrante temos X<0 e y>0, assim teremos:
m—3<0 =>m<3
n—-2>0 = n>2

2. Sobre o plano cartesiano, julgue as afirmativas a seguir:

| - O eixo horizontal é conhecido também como eixo das abscissas.
Il - O ponto A (-5, 3) € um ponto do terceiro quadrante.
Il - O eixo vertical € conhecido também como eixo das coordenadas.

Podemos afirmar que:

A) Somente a afirmativa | é verdadeira. B) Somente a afirmativa Il é
verdadeira.

C) Somente a afirmativa lll € verdadeira. D) Somente as afirmativas Il e
lll so verdadeiras.

E) Somente as afirmativas | e Il sdo verdadeiras.
Resposta: A)

3. Em um plano cartesiano, foram marcados os pontos A (2, 3), B(-1,

2), C(2,-3)e D (1, 0). O tnico quadrante em que ndao ha nenhum ponto marcado
é:

Al B)Il CllI D)IV

Resposta: C)

4. Analisando a imagem, as coordenadas do ponto A séo:



Figura 10 - Plano Cartesiano

A (3,2)B)(-3,2)C) (-3,-2) D) (-2, 3) E) (-2, 3)

Resposta: C)

5. (Enem Digital 2020) O gréafico mostra o inicio da trajetéria de um
robd que parte do ponto A (2; 0), movimentando-se para cima ou para a direita,
com velocidade de uma unidade de comprimento por segundo, no plano

cartesiano.

Figura 11 - Exercicio 5
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O grafico exemplifica uma trajetéria desse robd, durante 6 segundos.



Supondo que esse rob6 continue essa mesma trajetoria, qual sera sua
coordenada, apos 18 segundos de caminhada em todo percurso, contando o

tempo a partir do ponto A?

A) (0; 18) B) (18; 2) C) (18; 0) D) (14, 6) E) (6; 14)

Resposta: D)

A cada 3s o robd faz o seguinte caminho “sobe 1 e direita 2”

Assim por 18 segundos o robd faz o trajeto seis vezes.

6. Verifique se o triangulo de vértices A (5,2), B(5,6) e C(9,6) é um

triangulo equilatero, isdsceles ou escaleno.

Figura 12 - Exercicio 6

a
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Analisando a imagem vemos que o triangulo € isdscele.

7. Obtenha o ponto P, pertencente ao eixo das ordenadas, que dista
10 unidades do ponto Q(6,-5).
Q(61_5) e P(O;Y)

d=/(x0—x1)2 + (y0 — y1)2

10 = /62 + (=5 — y)2

10 = /36 + (=5 — y)2
100 = 36 + (=5 — y)?
64 = (-5-y)°

+8=-5—-y



! —

y'=-5-8=-13 ouy”"=-5+8=3

8.  Calcule a distancia entre dois pontos: A (-2,3) e B (1,3).

d= \/(xO —x1)2 + (y0 — y1)2

d=.(-2-1)2+ (3-13)2

d =/(=3)% + (0)2
d=+9=3

9. Setivermos os pontos (-4, -2) e (6, 5) conectados por um segmento

de reta, qual € o seu ponto medio?

_xa+xb _ya+yb
xm=—y ym==—o
_6—4_1 ~5-2 3

M= T Ym="5"773

3
Assim o ponto médio é m = (1,5)

10. O ponto médio de um segmento tem coordenadas (-3, -4). Se 0s

pontos finais do segmento forem (3, -1) e (m, -7), encontrar o valor de m.

_xa+xb
xm = >

_3+m

2
—-6=3+m
m=—9

11. verifique se os pontos:

a) A(0,2), B(-3,1) e C(4,5) estao alinhados;



0 2 1
-3 1 1|=0-15+8-4-0+6=-5=%#0,
4 5 1

portanto os pontos nao estao alinhados

b) A(-1,3), B(2,4) e C (-4,10) podem ser vértices de um triangulo?

-1 3 1
2 4 1l=—-4+20—-12+16+10—-6=24+ 0,
-4 10 1

portanto os pontos nao estao alinhados assim podem ser vértices de triangulo

12. Determine x de maneira que o0s vértices que 0s pontos A(3,5),
B(1,3) e C(x,1), sejam os vertices de um triangulo.

3 51
1 3 1|l=94+1+4+5x—3x—5—-3=2x+2
x 1 1

Para os pontos ndo serem colineares 2x + 2

# 0,assim vamos descobrir quando 2x + 2 =0
x = —1,assim x pode ser qualquer nimero exceto x = —1

13. Determine m sabendo que A(2,m), B(4,1) e C(m,-4) estédo
alinhados.

2 m 1
4 1 1({=24+m?-16—-m+8—4m
m -4 1

m?>—5m—-6=0

 —(=5) £ [(-5)2 —41.(-6)
m= 21

5+v25+ 24
2

_5+V49
==

m =



’—5+7—6 _5-7 "
m' = 5= em’' = 5=

14. (FAAP-SP) Se os pontos A(2,-1) B(x,4) e C(4,9) pertence & mesma

reta, determine x .

2 -1 1
x 4 1|=84+9x—-4-16—-18+x
4 9 1
10x—30=0
10x = 30
x =3

6.2. Relatério Encontro 3

Relatorio PROMAT

3° Encontro — 25/03/2023

No dia 25 de marco de 2023, as 8h da manha demos inicio ao terceiro
encontro do PROMAT, com 26 aulos presentes. Iniciamos a aula solicitando a
organizacao de duplas, e explicamos o jogo Batalha Naval. Os alunos estavam
apresentando duvidas constantes, entdo explicamos novamente utilizando o

guadro, com o objetivo de sanar as duvidas.

Durante a realizacédo do jogo percebemos que os alunos apresentavam
bastante dificuldade em compreender as regras e 0os comandos necessarios
para jogar. Buscamos auxilid-los para que o jogo pudesse transcorrer de maneira
correta. Inversdes das coordenadas ocorreram com frequéncia entre as duplas.
Por exemplo, para indicar o ponto (1,2) eles ditavam as coordenadas (2,1).
Intervimos quando necessario para que eles compreendessem que o eixo “X”

deveria corresponder a primeira coordenada.



Figura 13 - Jogo Batalha Naval

Fonte 4 - Acervo das autoras

Disponibilizamos 45 minutos para o0 jogo, € entdo anunciamos que
seguiriamos com o conteudo. Apresentamos o plano cartesiano, e relembramos
0 nome dos eixos e a maneira que as coordenadas sdo representadas.
Utilizamos o GeoGebra para posicionar os pontos (2,3), (0,5), (-4,2), (4,-3) na
malha quadriculada e depois criamos um poligono nao regular. Solicitamos que
solucionassem o exemplo dois do plano de aula, e como envolvia desigualdade,
precisamos relembra-los pois apresentaram bastante dificuldade em

compreender o que deveria ser feito.

Apds o exemplo solicitamos que resolvessem os exercicios do 1 ao 4 da
lista. Deixamos um tempo para que pensassem e logo apos liberamos para os
20 minutos de intervalo. Ao retornarmos, corrigimos 0s exercicios no quadro
junto com os alunos. Em seguida apresentamos a férmula para calcular a
distancia entre dois pontos de utilizamos um exemplo para explicar a formula.
Na atividade seguinte havia numeros fracionarios, e percebemos a dificuldade
dos alunos em manipular fracGes. Por isso 0s auxiliamos constantemente para
gue conseguissem solucionar a atividade proposta. Apés o término do tempo
proposto para a resolucao, corrigimos o0s exercicios no quadro com o auxilio dos
alunos. Percebemos que estavam um pouco dispersos no momento da correcao.
As 10 horas e 35 minutos uma das alunas pediu autoriza¢&o para sair mais cedo,

pois precisava pegar o 6nibus no terminal.



Figura 14 - Corregdo da Atividades

Fonte 5 - Acervo das autoras

Ao abordarmos sobre ponto médio e em seguida resolvemos o exercicio
nove da lisa que abordava o contetdo de ponto médio. Os alunos participaram
da resolucdo auxiliando nos célculos. Por fim, abordamos a condicdo de
alinhamento entre trés pontos e resolvemos o0 determinante em um exemplo.
Solicitamos que os alunos organizassem as carteiras, e os dispensamos logo em

seguida.

7. Encontro 4

7.1. Plano de Aula Encontro 4

Plano de Aula 4
01/04/2023

Conteudo

Equacéo geral e reduzida da reta e posicdes relativas entre duas retas.

Publico-alvo

Alunos inscritos no projeto de ensino Promat.



Objetivo geral

Preparar o aluno para questbes do Enem e Vestibulares envolvendo os

conceitos de geometria analitica.

Objetivos especificos

e Obter a equacéao geral/reduzida da reta a partir de dois pontos;

e Obter a equacao da reta conhecendo o coeficiente angular e um
ponto;

e Representar os gréaficos de retas a partir da sua equacao;

e Definir e reconhecer a posicao relativa entre duas retas analisando

seus coeficientes angulares;

Tempo de execucao

3 horas e 40 minutos.

Recursos didaticos

Laminas, quadro, giz, material impresso, projetor.

Encaminhamento metodologico

Iniciaremos a aula introduzindo o conceito de equacao geral da reta

através da condicdo de alinhamento de trés pontos visto aula passada.

EQUACAO GERAL DA RETA

Consideraremos a reta r passando pelos pontos A(x1, y2) e B(x2, y2), veja

a figura abaixo:




Figura 15: Representacao grafica da retar

B
T X
\ p
V R
|
A
| PR
7o X X x X

Note que todos os pontos da reta r estdo alinhados aos pontos A e B,
simultaneamente. Com isso podemos definir P(x, y) utilizando a condicédo de

alinhamento de trés pontos, veja abaixo:

x y 1
x1 yl 1[=0
x2 y2 1

= xyl+x1.y2+y.x2—x2.y1—y.x1—x.y2=0

Reorganizando temos,

> x.(y1-y2)+y. (x2 —x1) +\x1.y2y—x2.y1,= 0

a b C

Substituindo na equacdo a =yl —y2, b=x2—xlec=x1.y2 —x2.y1

chegamos na equacéo geral da reta dada por:
ax+by+c=0

Com a, b e c coeficientes reais taisque a # 0 ou b # 0

(10min)




ApOs a explicagdo sera solicitado que os alunos resolvam dois exemplos,

em seguida corrigiremos no quadro.

1. (BALESTRI, 2016)Determine a equagao geral da reta que passa
pelos pontos P(2, -2) e Q(5,-1)

2. Numa pesquisa realizada com duas turmas com idades em torno
de 14 a 16 anos coletou os seguintes dados:

- O numero total de aparelhos eletrénicos pertencentes aos estudantes
das turmas € de 110 dispositivos, dentre computadores e celulares .

- 24 estudantes nédo possuem computadores ou celulares.

- Ao dobrar o numero de celulares e computadores é obtido um total de

220 dispositivos dentre computadores e celulares.
- A diferenca entre celulares e computadores é de 12 dispositivos.

A partir das informagdes acima deseja-se saber: quantos celulares e

guantos computadores as turmas pesquisadas possuem?

(15min)

Na sequéncia iremos trabalhar equacdo reduzida da reta e seu coeficiente
angular.

EQUACAO REDUZIDA DA RETA

A equacéo reduzida da reta € dada por

y=mx+n
Onde m é o coeficiente angular e n o coeficiente linear.
O coeficiente angular € dado por

_y2—yl
T x2—x1

tg B

Se o coeficiente angular for positivo, a reta representara uma funcao crescente,

se for negativo, representara uma funcéo decrescente.

Vamos analisar o comportamento do coeficiente angular e linear na reta com o

auxilio do GeoGebra.




(10min)
ApoOs a discusséao iremos trabalhar dois exemplos no quadro, retirando
davidas.

1. Determine a equacédo da reta que tém coeficiente angular m = —2
e passe pelo ponto:

a) (3,-2) b) (5.3)

2. (PUC -SP) Suponha que no plano cartesiano mostrado na figura
abaixo, em que a unidade de medida dos eixos coordenados é o quildmetro, as
retas r e s representam os trajetos percorridos por dois navios N1 e N2, antes

de ambos atracarem em uma ilha, localizada no ponto I.

&Y

1

/,/ 450
Fr“’-z 0 / 3

5

X]r

Considerando que, quando N1 e N2 se encontravam atracados em I, um
terceiro navio, N3, foi localizado no ponto de coordenadas (26; 29), a quantos

quildmetros N3 distava de 1?

(15min)
Na sequéncia deixaremos 0s alunos resolverem os exercicios da lista

até o intervalo.

Para descontrair iremos realizar 0 jogo

Intervalo(20min)

Para descontrairmos iremos realizar o jogo divisdo em linhas
(Adaptado), com o objetivo para trabalhar os conceitos de equacdo geral e

reduzida da reta e o processo de obtencédo de seus coeficientes.

JOGO DIVISAO EM LINHAS

- 2 jogadores por tabuleiro (Anexo A);
- No tabuleiro cada circulo contém o valor do coeficiente angular e do coeficiente

linear, respectivamente. Na regido retangular estara inscrito 20 equacdes na




forma geral, sendo que apenas 16 delas tem seus coeficientes inscritos nos
circulos.

- Para iniciar o jogo cada jogador escolhe uma cor de ficha, em seguida decidem
guem vai iniciar a partida.

- O jogador 1 ira escolher uma equacao da reta, na sequéncia ir4 descobrir seu
coeficiente angular e linear e assim tentar encontrar os coeficientes no circulo.
Se a resposta dos coeficientes estiver no tabuleiro, o jogador cobre-a com uma
de suas fichas.

- O ganhador sera aquele que alinhar quatro fichas na horizontal, vertical ou

horizontal.

Figura 16: Exemplo de partida

Fonte: https://talentospedagogicos.blogspot.com/2014/03/jogos-matematicos.html

(30min)

Apbs o jogo iremos abordar posicéo relativa entre duas retas.




POSICAO RELATIVA ENTRE DUAS RETAS

Em um mesmo plano duas retas podem ser concorrentes, paralelas ou
coincidentes. Veja abaixo:

Figura 17 - Posi¢cBes Relativas entre Retas

Posigao relativa de duas retas no plano

Retas concorrentes Retas paralelas
' X
W u
D 1 o f
Notagao rlp Notagao %LV Notagio uat Notagao o=t

y . y . . y u 4 astntamanta y .
Leitura r & parpandicular a p Laitura xaobliquaaw Leitura paralela a t Laitura o acoincdents com f
a2

Fonte 6 - Disponivel em: http://sextoanoprofessoraregiane.blogspot.com/

Duas retas r e s, cujas equagOes reduzidas sdo y =mr.x +nr e y =
ms. x + ns respectivamente sao:

- Paralelas se, e somente se, mr = ms e nr # ns;

- Coincidentes se, e somente se, mr = ms € nr = ns;

- Concorrentes se, e somente se, mr # ms.
Caso especial

Dada duas retas perpendiculares r e s, seus coeficientes angulares
apresentam a seguinte propriedade:

(15min)

Na sequéncia deixaremos dois exercicios para os alunos resolverem,

em seguida iremos convidar os alunos para a correcao no quadro.



http://sextoanoprofessoraregiane.blogspot.com/

1. (BALESTRI, 2016) Determine a posicao relativa entre as retas
abaixo.

a)r:2x+y+8=0e s:y=5x—2

b)r: —12x+8y+8=0 e s:2x+ 3y =10

C)rix=3—-yes:6x+6y+1=0

d)ri6x—12y —1=0 e 5:2x = + 4y

2. Obtenha a equacédo da reta r que passa pelo ponto P(1,5) e é
perpendicular aretas:2x +y+4 =0

(15min)

Avaliacéao

A avalicdo sera feita em todo momento da aula, os seguintes pontos sao
considerados: participacdo nas atividades e nas correcdes dos problemas,
comunicacdo do aluno com os demais colegas e por fim a resolucdo dos

exercicios propostos.
Bibliografia
BALESTRI, Rodrigo. Matematica: interacédo e tecnologia. Vol 3. 2. ed. Sao

Paulo: Leya, 2016.

PAIVA, Manoel. Matematica Volume Unico. 12 ed. S&do Paulo: Moderna, 2005.




Anexo 1

S

290

2x+y+1=0
3x+y+5=0
x+y—-7=0

x+2y—-5=0

2x—-3y+1=0

2x+y—-9=0

x+y+3=0

2x+3y—-12=0

—-3x—-y+10=0

2x—3y+6=0

x+2y+5=0

-3x—-y+10=0

x+y—3=0
x—y+2=0
x+y=0

x+3y—-6=0 3x—4y+3=0 12x+4y+28=0
y+2=0 3x+y—-1=0
Anexo 2

4° Encontro




Conteudo: Equacao geral e reduzida da reta, posi¢cdes relativas das retas
Data: 01/04/2023

1. Determine a equacéo geral da reta que contém os pontos:
a) A(1,1)eB(0,2)
O?=yH
X2 — X1)
onde (x1,y1) = A(1,1) e (x2,y2) = B(0,2).
Substituindo as coordenadas, temos:

o _@-1

0 -1

Agora que temos a inclinacdo (m = -1), podemos substituir os valores na

formula da equacéao geral da reta usando um dos pontos, como A(1,1):
y = y1 = mx = x1),
y—1=-1x-1,

y—1=—x+1,
y = —x + 2.

Portanto, a equacéao geral da reta que contém os pontos A(1,1) e B(0,2) é

y = —x + 2.

b) A(1,-2)eB (2,-5)
_O%=yH
CTED)

onde (x1,y1) = A(1,—-2) e (x3,y2) = B(2,-5).
Substituindo as coordenadas, temos:

_ (=5 - (-2)
e

Agora, substituimos os valores na formula da equacao geral da reta usando
um dos pontos, como A(1, -2):
Yy = Y1 = mx — xi1),
y = (-2) = -3(x = 1),
y+ 2= -3 - 1),



y+2=-3x + 3
y = —=3x + 1.

Portanto, a equacao geral da reta que contém os pontos A(1, -2) e B(2, -5)

éy = —3x + 1.

2. Escreva a equacdo geral da reta r, conhecendo a sua representacéo

geomeétrica

. O? =y
B (x2 — x1)

onde (x1,y1) = (0,0) e (x2,¥2) = (3,3).

Substituindo as coordenadas, temos:

_B-0
m=3 -0

3
3

Agora, substituimos os valores na formula da equacao geral da reta usando

um dos pontos, como (0,0):

y = y1 = mx — xq),
y —0=1(x — 0),

y = x.

Portanto, a equacéo geral da reta que contém os pontos (0,0) e (3,3)éy =

X.



o

b) ) \
_O7 =D
(x2 — x1)
onde (x1,¥1) = (2,0) e (x2,y2) = (04).
Substituindo as coordenadas, temos:
(4 — 0)
RNCE)

Agora, substituimos os valores na formula da equacédo geral da reta
usando um dos pontos, como (2,0):
y — Y1 = m(x — x1),
y—0==2(x = 2),
y = —2x + 4.

Portanto, a equacgéo geral da reta que contém os pontos (2,0) e (0,4)
ey = —2x + 4.
3. Verifique se o ponto P (2,1) pertence a retar, cuja equacdo € x + 3y — 5 =

0.
Para verificar se o ponto P (2,1) pertence a reta representada pela equacao
x + 3y — 5 = 0, podemos substituir as coordenadas do ponto P na

equacao da reta e verificar se a igualdade é satisfeita.

Substituindo x = 2ey = 1 na equacao da reta, temos:



2+ 3(1) —5 = 0.
Simplificando a expresséo, obtemos:
2+3-5=0,
5-5=0,
0 =0.

A igualdade é satisfeita, pois ambos os lados da equacgédo séo iguais a zero.

Portanto, o ponto P (2,1) pertence a reta representada pela equacgéo x + 3y
-5=0.
. Qual o valor de m para que o ponto P(m, 2) pertenca a reta r de equacao
x+2y—2=0.
Para determinar o valor de m para que o ponto P(m,2) pertenca a reta r
com aequagdo x + 2y — 2 = 0, precisamos verificar se as coordenadas
do ponto P satisfazem a equacao da reta.
Substituindo as coordenadas do ponto P na equacédo da reta, temos:
m+22)-2=0
Simplificando a expresséo, temos:
m+4-2=0
m+2=0
Para que essa igualdade seja verdadeira, m deve ser igual a -2. Portanto,

o valor de m que faz com que o ponto P(m, 2) pertenca aretarem = —2.

. As retas representadas pela equagdo —2x + y + 3 = 0 e S, cuja equagéo e
x —y — 1 = 0 se encontram no ponto P(x, y). determine as coordenadas de
P.

O sistema de equacdes é dado por:

—2x + y + 3 = 0 (Equagao daretar)

x —y — 1 = 0 (Equacéao da reta s)

Podemos resolver esse sistema utilizando o método de substituicdo ou o
método de adicao/eliminacédo. Vamos utilizar o método de substituicao.

A partir da equacéo da reta s, podemos isolar x em termos de y:

x=y+1



a)

8.

a)

Agora substituimos essa expressao para x ha equacgao da reta r:

200+ 1) +y+3=0
Resolvendo essa equacéo:

-2y —2+y+3=0

-2y +y+1=0
-y+1=0
—y = —1
y =1

Agora que temos o valor de y, podemos substitui-lo na equacéo da reta s

para encontrar o valor correspondente de x:

x=y+1
x =14+1
x =2

Portanto, as coordenadas do ponto de intersecao P s&o P(2, 1).

(Mack-SP) A equacédo da reta que passa pelos pontos A(3,1) e B(-2,0) é:
—Sy+x—-2=0

S5y—-x—-2=0
—x—=5y+2=0
letrac

(UCS-RS) A figura contém a representacao grafica da reta:

e
A

2 0 2 4

2x —3y+6=0b)2x+3y—6=0 C)2x—3y—2=0d)2x+3y+2=0
Resposta correta letra a
Conhecendo-se a equacao geral dareta r: 3x + 2y — 16 = 0. obter:

A equacgao reduzida



b) O coeficiente angular
c) O coeficiente linear
Para obter a equacéo reduzida da reta r, podemos isolar y na equacao
geral:
3x + 2y — 16 = 0
2y = —3x + 16
Dividindo toda a equacgéao por 2:

3
y=(zx+38
Portanto, a equacéo reduzidadaretaréy = (— S)x + 8.

A partir da equacao reduzida, podemos identificar o coeficiente angular. O
coeficiente angular € o numero que multiplica x na equacdo reduzida.

Nesse caso, o0 coeficiente angular é -3/2.

O coeficiente linear é o termo independente na equacéo reduzida, que € o
ndmero 8 nesse caso.

Portanto, para a equacgao geral daretar:3x + 2y — 16 = 0, temos:
Equacao reduzida: y = (—g)x + 8
Coeficiente angular: —3/2

Coeficiente linear: 8

9. Considerando a equacao geral da reta r determine o coeficiente angular e

linear:
a) 2x+3y—1=0
Jy=-2x+1

Dividindo toda a equacéao por 3:

_(2) +1
y=\"3)* 73

.. v e 2
Portanto, o coeficiente angular dessa equagéo € — .

- . , . ~ ;1
O coeficiente linear € o termo independente na equagéo, que € -.

Portanto, para a equagéo 2x + 3y — 1 = 0:



- 2
Coeficiente angular: —3

Coeficiente linear: %
b) x—y+4=0
Nessa equacao, o coeficiente angular ja esta explicito e € -1. Portanto, o
coeficiente angular é -1.
O coeficiente linear é o termo independente na equacao, que é 4.
Portanto, paraaequacdox — y + 4 = 0:
Coeficiente angular: -1
Coeficiente linear: 4
Cc) 2x+y—-5=0
y=-2x+5
Portanto, o coeficiente angular é -2.
O coeficiente linear é o termo independente na equacgao, que é 5.
Portanto, paraaequagao 2x + y — 5 = 0:

Coeficiente angular: -2 Coeficiente linear: 5

10.Conhecendo a equacédo geral da reta, obtenha a equacédo reduzida, o
coeficiente angular e o coeficiente linear der:

a) 2x—3y+1=0

b) x+3y—-6=0

C) 4x—y+2=0

d 2x—-3y+6=0
Equacéao reduzida: y = (2/3)x — 1/3
Coeficiente angular: 2/3

Coeficiente linear: -1/3

Equacéo reduzida:y = (—=1/3)x + 2
Coeficiente angular: —1/3

Coeficiente linear: 2

Equacéo reduzida:y = 4x + 2
Coeficiente angular: 4

Coeficiente linear: 2



Equacao reduzida: y = (2/3)x + 2
Coeficiente angular: 2/3

Coeficiente linear: 2

11.Classifique as retas r e s conforme suas posicoes relativas:
a) 2x—y+20=0e2x—y+1=0
b) x—y—3=0e2x—-2y+3=0
C) x+2y—-5=0ex+2y—-5=0
Asretasr:2x — y + 20 = 0es:2x — y + 1 = 0séo paralelas.
Asretasr:x —y — 3 = 0es:2x — 2y + 3 = 05sao coincidentes.
Asretasr:x + 2y — 5 = 0es:x + 2y — 5 = 0sao a mesma reta.
12. Sabe-se que o ponto A pertence a reta s e esta é paralela a r. Determine
a equacao geral da reta s, em cada caso:
a) A(1,-3)e(r)2x—y+5=0
Para obter o coeficiente angular da reta r, podemos reescrever a equacao
na formay = mx + b, onde m é o coeficiente angular:
-y = —=2x + 5
y =2x —5
O coeficiente angular da reta r é 2.
Agora, podemos usar o ponto A(1, -3) e o coeficiente angular 2 para obter
a equacdo da reta s:
y —yl = m(x — x1)
y—(=3) =2x - 1)
y+3=2x—2
2x —y—5=0
Portanto, a equacéo geral daretasé2x — y — 5 = 0.
b) A(=2,-3)e(r)5x+4y+2=0
Para obter o coeficiente angular da reta r, podemos reescrever a equacao
na formay = mx + b, onde m € o coeficiente angular:
4y = —5x — 2
y = (=5/4)x — 1/2
O coeficiente angular daretar é -5/4.



Agora, podemos usar 0 ponto A(-2, -3) e o coeficiente angular -5/4 para
obter a equacao da reta s:
y —yl = m(x — x1)
y = (=3) = (=5/9)(x — (=2))
y + 3 = (=5/4)(x + 2)
4y + 12 = —5x — 10
5 + 4y + 22 =0

Portanto, a equacao geral daretas é 5x + 4y + 22 = 0.

13. (UFRGS) Dadaareta (r) = 2x —y + 1 =0, a equacao da reta paralela a
r pelo ponto P(1,1).

a) 2x—y=0Db)2x—y+2=0c)2x+y+1=0ed)2x—y—-1=0
A equacdo geral daretar é 2x -y + 1 =0, e o coeficiente angular é 2.

Agora, usando o ponto P(1, 1), temos:

y —yl = m(x — x1)
y—1=2(x-1)
y—1=2x -2
2x —y+1=0

Portanto, a equacdo da reta paralela a reta r e que passa pelo ponto
P(1,1)éd)2x —y — 1 = 0.
14.Classifica as retas r e s conforme as suas posicoes relativas:
a) x—5y+3=0e5x+y—-1=0
b) 5x+2y+1=0e2x+5y+4=0
Aretar:x — 5y + 3 = 0earetas:5x +y — 1
= 0 sdo concorrentes ou obliquas.
Aretar:5x + 2y + 1 = 0Oearetas:2x + 5y + 4
= 0 sdo perpendiculares.
15.Determine as coordenadas de um ponto P comum as retas r e s, cujas
equacdes sdo x + 3y + 4 =0 e 2x - by - 2 = 0, respectivamente.
As equacOes das retas r e s sao:
rx+3y+4 =0



s:2x =5y —2=0
Podemos resolver o sistema utilizando o método da substituicdo ou o
método da adicao/eliminacéo.
Vamos utilizar o método da substitui¢éo:
Passo 1: Isolando x na equacgao da reta r:
x = -3y — 4
Passo 2: Substituindo o valor de x na equagéao da reta s:
2(-3y —4) -5y —-2=0
-6y —8—-5y—-2=0
—-11y — 10 = 0
—11y = 10
y = —10/11
Passo 3: Substituindo o valor de y na equacéo de x:
x = —3(-10/11) — 4
x = 30/11 — 44/11
x = —14/11

Portanto, o ponto P comum as retas r e s tem as coordenadas (x, y) = (-
14/11, -10/11).

16.Determine a posicao relativadasretasr: 3x-y-10=0es:2x +5y -1 =0.

Para determinar a posigéo relativadasretasr:3x —y — 10 = Oes: 2x +
5y — 1 = 0, podemos comparar seus coeficientes angulares.

A equacdo geraldaretaré3x — y — 10 = 0.
A equacdo geraldaretasé2x + 5y — 1 =0

Vamos reescrever as equacodes na formay = mx + b, onde m € o coeficiente
angular:

Para aretar:
-y = =3x + 10
y = 3x — 10
Para a reta s:
5y = =2x + 1
y = (=2/5)x + 1/5



Comparando os coeficientes angulares, temos:
O coeficiente angular daretar é 3.
O coeficiente angular da reta s é -2/5.

Como os coeficientes angulares séao diferentes, as retas r e s nao séo
paralelas.

Agora, para determinar a posicao relativa das retas, podemos comparar seus
coeficientes angulares inversos. Se forem iguais, as retas sao perpendiculares.

O coeficiente angular inverso da reta r é 1/3.
O coeficiente angular inverso da reta s é -5/2.

Como os coeficientes angulares inversos sao diferentes, as retas r e s ndo sao
perpendiculares.

Portanto, asretasr:3x —y — 10 = 0es:2x + 5y — 1 = 0séo
simplesmente concorrentes ou obliquas, ou seja, elas se cruzam em um Unico
ponto de coordenadas especificas.

1.2. Relatério Encontro 4

Relatorio PROMAT
4° Encontro — 01/04/2023

No dia primeiro de abril de 2023, as 8h da manh&, demos inicio ao quarto
encontro do PROMAT, com 17 alunos presentes. Iniciamos a aula relembrando
as condicdes de alinhamento de trés pontos para explicar a equacao geral da
reta. Relembramos o calculo de determinante, pois percebemos que os alunos
apresentavam duvidas constantes. A reforma no prédio causou alguns ruidos
gue dificultou a explicacédo no inicio da aula. Apés a explicacdo solicitamos que
os alunos resolvessem um exemplo do plano de aula. Buscamos sanar os
guestionamentos passando entres os grupos. O calculo do determinante causou
bastante duvidas entre os alunos, o que nos levou a contatar percebemos que
eles tinham muita a dificuldade em manipular matrizes.

Apos solicitamos que resolvessem o exemplo dois do plano de aula, e logo em
seguida o corrigimos no quadro. Na sequéncia abordamos o conteudo de

equacao reduzida da reta. Utilizamos o GeoGebra como ferramenta para
explicar os coeficientes linear e angular da reta. Como ilustragdo manipulamos



areta y = 5x + 1 explorando os respectivos coeficientes.
Figura 18 - Explicacéo de exemplos

Fonte 7 - Acervo das autoras

Na sequéncia solicitamos que resolvessem o exemplo trés do plano de aula.
Deixamos um tempo disponivel para a solucdo e o corrigimos em seguida no
guadro junto com os alunos. A maioria dos alunos participaram ativamente da
correcao, sempre respondendo quando perguntavamos, no entanto, alguns
ficaram dispersos a aula, com conversas paralelas e indiferentes as atividades

gue estavam sendo desenvolvidas no quadro.

Ap6s o intervalo, solicitamos que se agrupassem em duplas e
explicamos o0 jogo, que consistia em determinar os coeficientes lineares e
angulares das equacdes dadas e depois marcar no tabuleiro os coeficientes
encontrados. Deixamos tempo disponivel para que jogassem e sO entdo

retomamos os slides.

Explicamos sobre posicGes relativas entre retas, e em seguida
disponibilizamos mais um exercicio para que determinassem as posi¢oes
relativas de quatro retas. Circulamos entre os grupos ouvindo e sanando as

possiveis duvidas que tivessem.

Entregamos a lista de exercicios e utilizamos o restante do tempo para
a solucdo dela. Corrigimos até a questdo trés e liberamos os alunos as
11h40min.

8. Encontro 5



8.1. Plano de Aula Encontro 5

Plano de Aula s
15/04/2023

Conteado
Equacdo geral e reduzida da circunferéncia; Posicdes relativas

envolvendo ponto, circunferéncia e reta.

Publico-alvo

Alunos inscritos no projeto de ensino Promat.

Objetivo geral
Compreender o0s conceitos de equacdo geral e reduzida da

circunferéncia.

Objetivos especificos
Ao se trabalhar com o conteudo de equacdes da circunferéncia, espera-
se que o aluno seja capaz de:
o Relembrar, do ensino fundamental I, a circunferéncia e seus
elementos principais;
o Compreender a origem da equacao reduzida da circunferéncia;
o Conhecer e praticar aplicacbes da equacdo reduzida da

circunferéncia.

Tempo de execucao

3 horas e 40 minutos.

Recursos didaticos

Laminas, quadro, giz, material impresso.

Encaminhamento metodologico
1- Iniciaremos o encontro perguntando se ficou alguma davida a respeito do

encontro anterior e relembrando o assunto abordado. Logo em seguida,



iniciaremos a projecdo dos slides para relembrar alguns elementos da

circunferéncia. (5 min)

Atividade 1: Observe a imagem a seguir.

Figura 19 - Circunferéncia

Fonte 8 - Acervo das autoras

Qual forma geométrica €?
Como € chamado o ponto A?

Como chamamos os seguimentos BF ? E o segmento AG? E o segmento AD?

2- Apresentaremos as definicbes formais dos elementos da circunferéncia.

A circunferéncia é o lugar geométrico de todos os pontos de um plano que
estdo localizados a uma mesma distancia r de um ponto fixo denominado o
centro da circunferéncia (ponto A).

Raio de uma circunferéncia é um segmento de reta com uma extremidade no
centro da circunferéncia e a outra extremidade num ponto qualquer da
circunferéncia.

Corda de uma circunferéncia é um segmento de reta cujas extremidades
pertencem a circunferéncia.

Diametro de uma circunferéncia é uma corda que passa pelo centro da

circunferéncia. Observamos que o diametro é a maior corda da circunferéncia.




(5 min)
3- Paraintroduzir a equacao geral da circunferéncia apresentaremos o problema

a sequir.

Problema 1: (Adaptado- ABREU; TOIGO; DAVELA; VOZNIEK) Josué foi ao

parque de diversdes para brincar na Roda Gigante, conforme ilustra a Figura 2:

Figura 20 - Problema 1

Fonte 9 - Adaptado UFRJ (2019)

Considere aimagem do brinquedo como a representacédo de uma circunferéncia.
Sabendo que Josué esta localizado no ponto B(x,y), que o centro da
circunferéncia é o ponto M(a, b) e que r € o raio da circunferéncia.

a) Determine a equacéao reduzida da circunferéncia.

Vamos relembrar a formula para determinar a distancia entre dois pontos.

Sabemos que d, 5 = /(x4 — x5)2 + (¥4 — ¥5)?
Pensando agora nos pontos do problema proposto temos, que a d,p = r, assim

segue que:

Vax—a)?+ @ -b2=r
Elevando ambos os lados ao quadrado temos

(x—a)+ @y -b)y?=r?
b) Suponha que r=3 e (C(—2,1), determine a equacdo reduzida dessa
circunferéncia.

(x+2)2+ (y—1)? =32




x+2)2+@-1*=9

(10 = 15 min)

Exercicio: (Portal da Matematica — OBMEP) Em cada item abaixo, determine as
equacdes reduzida das circunferéncias:

a) de centro (0, 0) e raio 1.
(x—0)2+(@y—-0)2=12=2x2+y%2=1
b) de centro (1, 2) e raio 3.

(x -1+ -2)?=9

c) de centro (-1, 5) e raio 4.
x+12+(y—-5)7?=16

(10-15min)

4- Na sequéncia abordaremos a equacéao geral da circunferéncia.

Sabemos que a equacao reduzida da circunferéncia e:
(x —a)?+ (y — b)?> =r? essa circunferéncia tem C (a,b) e raio r. Assim para
obter a equacao geral, basta desenvolver os quadrados.

(x—a)’+(y—-b)?=r? > x?2—-2xa+a’*+y?>—2yb+b?=r2=>x?—-2xa+

a’+y2—2yb+b*—1r2=0

(5-10 min)
5- Solicitaremos que retomem o exercicio anterior e determinem a equacao geral
das circunferéncias. Em seguida, pediremos que identifiguem o centro e o raio

a partir de uma equacéo geral da circunferéncia dada.

Exercicio: (Portal da Matematica — OBMEP) Determine o centro e o raio das
circunferéncias a seguir.

a)x* +y> —8x +4y +19 =0

x> —8x+ y* + 4y = —19

x?— 2-4x + 16+y*—2-2y +4 = -19+ 16+ 4

(x—4)?2+(@y+2)?*=1

C(4,-2)er=1




b)yx* + y? — 10x + 2y — 10 = 0
x?2—=10x+ y?+2y =10

x2—2-5x+25+ y?+2-1y+1=10+25+1
(x—5)%+ (y +1)? = 36

C(5-1er=6

Ax2+y2—-6x+5=0
x?—6x + y?= -5
x2—2-3x+9+ y*= -5+9
(x—3)?2 +y*=4

C (3,0)er =2

(25-30 min)

6- Ainda sobre equacéo geral solicitaremos que resolvam o exercicio abaixo.

(Portal da Matematica — OBMEP) Sabendo que o raio da circunferéncia de
equagdo x? + y? + 6x — 4y + k= 0 mede 10 unidades de comprimento,
qual o valor de k?

x2+6x+ y? — 4y =—k

x> +2-3x+9+4+ y> — 2-2y+4=—-k+4+9

Assim temos que (x + 3)? + (y — 2)? = —k + 4 4+ 9 como o raio é 10 temos que

r? =100 assim 100 = -k + 13=>k = —-100+ 13 => k = —87.

(10 min)

7- Entregaremos a lista de exercicios e solicitamos que resolvessem o0s
exercicios. (15 min)

8- Intervalo de 20 minutos.

9- Ao retornamos do intervalo explicamos 0 jogo proposto para esse encontro.
O jogo funcionara com as regras do dominé com no maximo quatro jogadores,
as pecas serdo compostas de um lado pela representacdo de uma
circunferéncia e do outro lado a equacéo reduzida da circunferéncia, os alunos
deverdo relacionar corretamente a equacéao reduzida com a representacéo

circunferéncia no plano cartesiano. (20 -30 min)




10-Apés o tempo disponibilizado para o jogo, abordaremos sobre posi¢cdes

relativas entre circunferéncia e ponto.

No plano cartesiano, um ponto B(x,,v,) € uma circunferéncia y:(x — a)? +

(y — b)? = r? tem trés posicdes relativas possiveis.

Ponto pertence a circunferéncia:

A Nesse caso o raio é igual a distancia entre o centroe o
ponto B da circunferéncia, dyp =1

B B pertence ay & (xo —a)* + (yo — b)* =1?

Ponto externo a circunferéncia:

Nesse caso o raio é menor que a distancia entre o centro e
o ponto B da circunferéncia, dyp > 1

Béexternody & (xo—a)*+ (yo— b)?> >12

Ponto interno a circunferéncia:

Nesse caso o raio é maior que a distancia entre o centro e
o ponto B da circunferéncia, dyp <1

Binternody © (xo —a)?+ (yo— b)* <r?

(5 min)




11-Em seguida solicitaremos que os alunos determinem a posicao relativa entre o

ponto P e a circunferéncia y:

aP(1,3)ey:(x+ 12+ (y—2)2 =16
Temos que o centro de y é A (-1,2), assim
dap = \/(XA —xp)? + (ya — yp)?
dap =/ (=1 =12+ (2 - 3)?
dop = \/(—2)2 + (1)
dap=Va+1
dap = V5 =2,236

Como o raio de y é r =4, temos que 2,236 <4, assim P é interno a

circunferéncia y.
b) P(56)ey:(x—3)2+ (y—6)2 =4
Temos que o centro de y é A (3,6), assim basta verificar
(xo—a)* + (Yo — b)* =
(5-3)2+(6—-6)*=
(2)*+(0)* =4
Como o raio de y é r? = 4, temos que 4 = 4, assim P pertence a circunferéncia

Y-

PGB Dey:(x+1)*+(y—3)2=25
Temos que o centro de y é A (-1,3), assim basta verificar
(xo—a)*+ (yo —b)* =
B+1)*+(1-3)?=
(4)%+ (-2)2=16+4 =20




Como o raio de y é r? =25, temos que 20 <25, assim P é interno a

circunferéncia y.

(20 min)
12-Na sequéncia abordaremos o conteudo de posi¢do relativa entre reta e

circunferéncia.

No plano cartesiano, temos trés posicoes relativas possiveis entre uma reta s e

uma circunferéncia y:

s é exterior a y se, e somente se: dA,S >R

s étangenteay se, esomentese: dy s = R

s ésecanteay se, esomentese:dy ¢ <R

(5 min)
13- Em seguida solicitaremos que os alunos determinem a posicao relativa entre

a reta s e a circunferéncia y:



a)s:3x +4y+4=0ey:(x—1D*+(y—-2)* =1
Temos que o centro de y é A (1,2), assim

d,. = lax, + by, + c|
dAS=|3-1+4-2+4|

d,. = |3 + 8 + 4|

© VJ9+16
dyo = =)
© 25

15
=< =
Assim, temos d,; = 3 er =1, como 3 > 1 segue que a rets s é exterior a

dys 3

circunferéncia y.

b)s:12x —5y—5=0ey:(x —3)?2+ (y—1)? =4
Temos que o centro de y é A (3,1), assim
d,. = lax, + by, + c|

_112-3+4+(=5-1) = 5]

ST i oy
L _B6-5-5|
A V144 + 25

4, =126

A,S_@
26
2

Assim, temos d,; = 2 er = 2, como 2 = 2 segue que a rets s é tangente a

dys 2

circunferéncia y.

)s:d4x+2y+6=0ey:(x—3)2+(y—-2)=9
Temos que o centro de y é A (3,2), assim
d,. = lax, + by, + c|
_|4-3+2-2+6]

N




A,S

dA,s

exterior a circunferéncia y.

|12+ 4 +6
- Ji6+ 4
_ 22|
T V20

22
= 2 ~4919

V20

dA,s

Assim, temos d,s = 4,919 e r = 3, como 4,919 > 3 segue que arets s €

(10 — 15 min)

14-Por fim, seguiremos com o conteddo de posicao relativa entre duas

circunferéncias.

No plano cartesiano, temos trés posicOes relativas possiveis entre uma

circunferéncia g e uma circunferéncia y:

Duas circunferéncias sdo tangentes externas
guando possuem somente um ponto em
comum e uma é exterior a outra. A condigdo
paraqueissoocorraéd,p =11 +712

Duas circunferéncias sdo tangentes internas quando
possuem apenas um ponto em comum e uma esteja no
interior da outra. A condig¢do para que isso ocorra é
quedyp = |rl —r2|

Duas circunferéncias sdo consideradas
adjuntas exteriores quando n3do possuem
nenhum ponto em comum. A condicdo para
que isso ocorraé que dyp > 1l + 12




Duas circunferéncias sdao consideradas
adjuntas interiores quando nao possuem
nenhum ponto em comum. A condicdo para
que isso ocorra é que dyp < [rl —1r2|

Duas circunferéncias sdo consideradas
secantes quando possuem dois pontos em
comum. A condigdo para que isso ocorra é
que |[r1—r2| <dyp <rl+r2

(10 — 15 min)
15-Solicitaremos que determinem a posicdo relativa entre as seguintes

circunferéncias.

a:x>+y2=9

B:(x—=3)+(y—-1)?2=4

Temos que o centro de a« € A (0,0) e o raio é r2 = 3. Para 8 temos que 0 centro
eéB(3,1)eoraicérl =2.

Agora basta determinar a distancia entre os centros.d, z =

\/(xB — X’ + s —Ya)* =B —-0)2+(1-0)2=v9+1=+10 = 3,162.

Assimtemos querl +r2 =5,e|rl —r2| = 1. Assimtemos que 1 < 3,162 < 5.

Portanto as circunferéncias sdo secantes.

(10 = 15 min)
16- O restante do encontro sera destinado a resolucao da lista de exercicios. (50
min)
Avaliacao

A avalicdo sera feita em todo momento da aula, os seguintes pontos sao
considerados: participacdo nas atividades e nas correcdes dos problemas,
comunicacdo do aluno com os demais colegas e pér fim a resolucdo dos

exercicios propostos.
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Anexo 1

5° Encontro
Conteudo: Equacéao da Circunferéncia Data: 15/04/2023
1- O grafico a seguir mostra uma circunferéncia 1 que passa pelo ponto A e tem

centro C:

a) Determine o raio de A.
A=(0,6)eC =(32)

dea =~ (xc —x2)? + e — Ya)?
dea=+(3—0)2+ (2 —6)2

dC,A = V9 + 16
dC,A = \/ﬁ
dC,A == 5

b) Obtenha a equacao reduzida de A.


https://cdnportaldaobmep.impa.br/portaldaobmep/uploads/material/olfdwh9x5e88s.pdf
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(x—=3)2+(y—2)?2=25

2- Determine a equacao da circunferéncia que possui centro em C(3, 6) e raio
4,

A equacdao da circunferéncia de centro C(a, b) e raior,comr >0, é
(x—a)?+(y—-b)?=r2
Portanto:
A equacéo da circunferéncia com coordenados do centro (3, 6) e raio medindo
4 ¢é dada por:

(x—3)2+(x—6)2=16

3- O centro de uma circunferéncia € determinado pelo ponto médio do

segmento PQ, sendo P(4, 6) e Q(2, 10). Considerando que o raio dessa

circunferéncia é 7, determine sua equagao.

O centro da circunferéncia sera dado por:
(Xp +Xq'Yp + Yq> R <w6 + 10) N (QE) L (3,8)
2 2 2 2 2° 2

Temos que,a=3eb =8

A equacio da circunferéncia de raio 7 e centro (3, 8) serd dado pela expressio:
(x—a)?+ (y—b)?>=1r?
(x—3)2+(y—8)2 =772
(x—3)2+ (y—8)2 =49

4- (PUC-SP) O ponto P(3, b) pertence a circunferéncia de centro no ponto C(0,
3) e raio 5. Calcule valor da coordenada b.

Temos por (x — a)2 + (y — b)2 = r2, que a circunferéncia de centro C(0 ,3) e raio
5, possui como representacao a equagao
(x—=02+(y—3)2=520ux2+(y—3)2=25.

Considerando que o ponto P(3, b) pertenca a circunferéncia, entao:
X2+ (y—3)2=25
3+ (b-3)2=25
9+ (b-3)2=25
(b—3)2=25-9
(b-3)2=16

b-3=4o0ub-3=-4

b=4+3o0ub=-4+3
b=7oub=-1

A coordenada b pode assumir os valores 7 ou —1.



5- (FEI-SP) Determine a equagao da circunferéncia com centro no ponto C(2,

b)

d)

1) e que passa pelo ponto A(1, 1).
A=(1,1DeC=(21)
dea =+ (¢ —x2)2 + (Ve — Ya)?
dea=+@2—-12+(1-1)2

dC,A - Vl + 0
dC,A = \/T
dC,A = 1

x—2)2+@y-12=1

Obtenha o centro e o raio da circunferéncia cuja equacéao é:

(x-3)2?+(@y-12%=25
C=(3,1) er=5
(x+5)*+y*=3
C=(-50) er=v3=17
Obtenha o centro e o raio da circunferéncia em cada caso:
X +y?-2x+4y-4=0
x2—21x+1+y?+22y+4=4+1+4
(x—1)*+@+2)*=9

C(1,-2)er=3

X +y>+6x+6=0

x*=23x4+9+y*+20.y=—-64+9

(x—=3)2+y2=3
€ (=3,0)er =13

4x? +4y2 - 24x -8y =0
(2x)? —2.2x.6 + 36+ (2y)2 —2.2y.24+4=36+4
(2x — 6)2 + (2y + 2)? = 40
C(3,1)er=2V10

x2+y2+2x-8y+8=0
x2—21x+1+y2-24y+16=-8+1+16
(x—1)2+(y+16)2=9
C(1,—-16)er =3

x> +y?-6y+4=0
x2—20.x+y*—23.y+9=-4+9
x?+(y—3)2=5



€ (0,3)er =5

8- Considere o ponto P(7,9) e a circunferéncia de equagéo A: (x - 3)* + (y — 6)* =
25.

a) Mostre que P pertence a A.
(7-3)24(9—-6)%2 =25
42 + 32 =25
16 +9 =25
25 = 25,logo pertence a circunferéncia
b) Obtenha o centro C da circunferéncia. C = (3,6)
c) Lembrando que a reta t, tangente a circunferéncia A1 no ponto P, é
perpendicular ao raio CP, obtenha uma equacao da reta t.
y2—y1 6—-9 -3 3

x,—x, 3—-7 —4 4

y=mx+n —>y=Zm+n

Digite a equacgao aqui.

9- Qual é a posicdo do ponto P em relagéo a circunferéncia A, em cada caso?
a) P(1,2)ed:(x-22+(y-2°=5
(1-2)2+(2-2)*=5
(-1)*+0%=5
1 # 5,logo o ponto ndo pertence a circunferécia, esta dentro dela

b) P(15)edx*+y?>-8x+6=0
x> —24.x+164+y*—20.y=—-6+16
(x—4)2+y2=10
(1-4)*4+5%=10
(—=3)2+25=10
34 # 10,logo o ponto nao pertence a circunferécia, esta fora dela

C) P(4,-2)ed:ix?*+y?2-2x—-6y-24=0
x2—21.x+14+y*—-23.y+9=24+1+9
(x—1)2+(y—-3)2=34
(4-1)?*+(-2-3)?%=34
(3)2+ (-5)* =34
34 = 34,logo o ponto pertence a circunferécia

10- Os pontos (2, 3) e (-4, 1) pertencem a circunferéncia de centro (-2, 3) e raio
47?



(x+2)?2+(y—3) =16

(2+2)?+((3-3)2=16
42+ 0 =16
16 = 16,logo o ponto pertence a circunferécia
(=4+2)?>+(1-3)%=16
(—2)2 4 (—2)? = 16
44+4=16
8 # 16,logo o ponto ndo pertence a circunferécia, esta dentro dela

11- Determine a equacao reduzida e a equacgao geral de uma circunferéncia
de centro (5, 3) e raio 2.
(x=52+@-3)?=4
12-Determine a equacao reduzida da circunferéncia de centro C e raio R, nos
seguintes casos:
a) C(47)eR=8

(x—4)2+(y—-7)? =64
b) €(0,2)eR =7

x2+(y—2)?%=7
Cc) C(0,0)eR=5

x?+y?=25

13- O grafico seguinte mostra uma circunferéncia A de centro C e tangente aos

eixos coordenados:

a) Determineoraiode A.r =4
b) Obtenha a equacao reduzida de A.
C(—4,4) (x+4)2*+@y-4)>% =16

Anexo 2

8.2. Relatério Encontro 5

Relat6rio PROMAT
5° Encontro — 15/04/2023



No dia quinze de margo, as 8h da manhd demos inicio ao terceiro
encontro PROMAT, com 17 alunos presentes. Iniciamos a aula retomando o
conceito de elementos da circunferéncia sendo eles, a definicdo de
circunferéncia, raio, corda e diametro. Dando sequéncia na formula reduzida da
circunferéncia deduzida a partir da distancia entre dois pontos. Foi dado
exemplos e exercicios.

Em seguida definimos a equacéo geral da circunferéncia e deixemos um
momento para os alunos tentarem resolver alguns exercicios, depois solicitemos
para que fossem ao quadro resolver. O problema trés, proposto nessa etapa foi
retirado da Obmep, tendo um grau maior de dificuldade, para que os alunos
pensem mais e desenvolvam seu raciocinio. Eles tiveram um pouco de

dificuldade em resolver, entdo fizemos a resolucéo juntamente ao quadro.

Figura 21 - Explicacéo das definicbes

Fonte 10 - Acervo das autoras

Na volta do intervalo foi feito um jogo de domind, em um lado ha uma
circunferéncia e no outro lado ha a equacao geral da circunferéncia. De comeco
os alunos ja falaram que néo iriam conseguir resolver, entéo fizemos um exemplo
mostrando no GeoGebra como funcionaria, depois de um tempo pegaram o jeito
de jogar, mas o feedback foi de que acharam complicado.

No quarto momento foi destinado para as posic¢des relativas entre ponto

e circunferéncia, reta e circunferéncia e entre duas circunferéncias. Apos a



explicagao do conceito e de exemplos o restante da aula foi destinado para a
realizacdo de exercicios.

Em todo momento estdvamos a disposi¢cao para possiveis davidas, a
maioria nos relatou nunca ter vista esse conteddo na escola, acreditamos que
por se tratar de um conteutdo vista no ultimo trimestre do ensino médio, muitos

ainda néo chegaram Ia.

9. Encontro 6
9.1. Plano de Aula Encontro 6

Plano de Aula 6
29/04/2023

Conteudo
Trigonometria: Seno, Cosseno, Tangente no triangulo retangulo e

angulos notaveis.

Publico-alvo

Alunos inscritos no projeto de ensino Promat.

Objetivo geral

Compreender as Relac¢des Trigonométricas no Triangulo Retangulo.

Objetivos especificos

Ao se trabalhar com Seno, Cosseno e Tangente no triangulo retangulo,
espera-se que o aluno seja capaz de:

o Interpretar situacbes que envolvam o0 uso de relagdes

trigonométricas;

o Calcular medidas desconhecidas utilizando as relacdes;

o Identificar e usar corretamente as relacées;

o Resolver situacdes problemas envolvendo as relacdes

trigopnométricas no triangulo retangulo.



Tempo de execugao

3 horas e 40 minutos.
Recursos didéticos

Laminas, quadro, giz, material impresso, projetor, caixa de som,
computador e celular.

Encaminhamento metodolégico

1- Iniciaremos a aula apresentando um video disponivel em

https://www.youtube.com/watch?v=QYk903ntxFE (10 min)

2- Na sequéncia, sera proposto um problema com um objetivo de relembrar os
conceitos de triangulo retangulo, utilizando o Teorema de Pitagoras. Os

alunos realizardo o exercicio e em seguida faremos a correc¢do; (30 min)

Problema...

Durante um incéndio num edificio de apartamentos, os bombeiros utilizaram uma
escada Magirus de 10 m para atingir a janela do apartamento sinistrado. A
escada estava colocada a 1 m do ché&o, sobre um caminhdo que se encontrava
afastado 6 m do edificio. Qual € a altura do apartamento sinistrado em relacao

ao chao?

Figura 22 - Exercicio

Resolucéo:
Aplicando o Teorema de Pitdgoras com as medidas do triangulo retangulo

formado pelo caminhéo e a distancia do prédio e com o comprimento da escada

temos:



https://www.youtube.com/watch?v=QYk9o3ntxFE

a’? = b? + c?

10?2 = x% + 62
x?=100-36
x =64
x=28

Como o caminhdo de onde parte a escada esta a um metro de altura do chéao, é
preciso somatr:
8+1=09

Logo a altura do apartamento sinistrado esta a 9 metros do chéo.

3- Apls este momento relembraremos o0s conceitos e definicdes em triangulo

retangulo introduzindo as razdes trigonométricas; (30 min)

O Triangulo Retangulo
Figura 23 - Triangulo Retangulo
. a — Hipotenusa
b — cateto oposto ao angulo 4 e
a adjacente a €
c — cateto adjacente ao angulo 4 e

oposto a €

B b (o]

Seno
Antes de definir uma formula para o seno de um angulo, vamos entender a ideia

de seno. Imagine uma rampa, nela podemos determinar a razdo entre a altura e

0 percurso, certo? Essa razdo chamaremos de seno do angulo a.

Fiaura 24 - Seno




percurso

altura
A senod = ———
: percurso

Cosseno

De maneira analoga a ideia do seno, temos o sentido do cosseno, entretanto,
em uma rampa, 0 coSseno € a razao entre o afastamento em relacao ao solo e

0 percurso na rampa.

Figura 25 - Cosseno

afastamento
cosseno ¢ = —

percurso
percurso

: altura

afastamento

Tangente

Também de modo semelhante as ideias de seno e cosseno, a tangente é a

razao entre a altura e o afastamento de uma rampa.
Figura 26 - Tangente

percurso

altura

tangente a =

{ altura afastamento

afastamento

Relagéo entre seno, cosseno e tangente




De modo geral, podemos definir entdo seno, cosseno e tangente em um triangulo

retangulo qualquer utilizando as ideias anteriores. Veja a seguir:

Figura 27 - Triangulo Retangulo

Triangulo Retangulo

hipotenusa

=

A cateto c

Fonte 11 - https://blogdoenem.com.br/triangulo-retangulo-matematica-enem/

Tomando primeiramente o angulo a como referencial, temos:
Cateto oposto a

Hipotenusa c

sena =

Cateto adjacente b
Hipotenusa

cos a =

Q|

Cateto oposto a
Cateto adjacente b

Tomando agora o angulo B como referencial, temos:
Cateto oposto b

sen ff = =-
p Hipotenusa c
Cateto adjacente
cos f = - =
Hipotenusa

a
c
Cateto oposto b
tg b= Cateto adjacente “a

4- Em seguida, com o0 nosso auxilio, solicitaremos aos alunos que utilizando
as razoes apresentadas, construam a tabela dos angulos notaveis de 30°, 45° e

60°. (40 min)



Desafio...

Vamos descobrir os valores para os angulos notaveis?

Para os angulos de 30° e 60°, considere um triangulo ABC equilatero, cujos
angulos medem 60° e chamaremos os lados de |. Tragando a altura, obtemos
dois triangulos congruentes com os angulos de 30°, 60° e 90°

Figura 28 - Triangulo equilatero

A

60°

B 0/2 D 0/2 C

Utilizando o Teorema de Pitagoras, determine o valor da altura (h) do triangulo:

W3
h=—
2
Agora, para encontrar o valor de seno, cosseno e tangente de 30° e 60° basta

utilizar as razdes trigopnométricas:

cateto oposto
sen(@) = P

hipotenusa

~| =

1
2

l
sen(30°) = 7




W3
(600)_h_7_l\/§ 1_\/§
sen LT 2 LT 2
cateto adjacente
cos(0) = : J
hipotenusa
V3
(300)_h_7_l\/§ 1 3
oSV =T= T2 1T 2
L [ 1 1
n_2 _L1_1
cos(60)—l 5 7= 3
atet t
tan(9) = c ooPoso
cateto adjacente
L ! [ 2 1 3
2 2
tan(30) =4 = - = —  —= —= —
GO =4 W3 2'W3 V3 3
2
V3
o_h_ 7 W32
tan(60)_z_T_7_7_\/§
2 2

Para o angulo de 45°, considere um quadrado ABCD de lado I. Tracando a

diagonal d, obteremos dois triangulos congruentes com angulos de 45° e 90°.

Figura 29 - Quadrado

45° -]

A 7 B

Utilizando o Teorema de Pitagoras, determine o valor da diagonal (d) do
triangulo:
d? =12 +1?
d? = 212




d=1W2

Agora, para encontrar o valor de seno, cosseno e tangente de 45° basta utilizar

as razbes trigonométricas:

asy<to L _ 1 V2
sen = — = — = — = —
d W2 2 2
l 1 V2
cos(45°)=—-= —= —= —
(459 W2 V2 o2
!
tan(45°) = Z =1
Agora, podemos montar a tabela:
30° 45° 60°
Seno 1 V2 NE]
2 2 2
Cosseno V3 V2 1
2 2 2
Tangente V3 1 V3
3

Intervalo (20min)

5- ApoOs este momento apresentaremos o seguinte video para os alunos; (10
min)

https://www.youtube.com/watch?v=2Efe8kaCZEQ

6- Apos o intervalo, faremos alguns exemplos de aplicacdes; (30 min)

Exemplo 1


https://www.youtube.com/watch?v=2Efe8kqCZEQ

Um engenheiro foi contratado para calcular a altura de um prédio sem subir nele.
A uma distancia de 40 metros, constatou-se que era possivel construir 0 seguinte
triangulo retangulo:

Podemos afirmar que a altura do prédio é de, aproximadamente:

(Dados: use V3 = 1,7)

Figura 30 - Exemplo 1

Resolucao:

Analisando a imagem, podemos construir o seguinte triangulo retangulo:
Figura 31 - Exemplo 1

40m C
Para encontrar o valor de h, que é cateto oposto ao angulo de que conhecemos
o valor, utilizaremos a tangente, pois queremos 0 cateto oposto e conhecemos
o0 cateto adjacente. Consultando a tabela, € possivel encontrar o valor da

tangente, entdo temos que:

tan30° = —

tan 30° = —

V3 h

3 40

3h = V/3.40

3h=1,7.40
3h = 68




h =227
Exemplo 2:
Jodo trabalha em um prédio e todos os dias tém que subir uma escada de 8

degraus, que tem aproximadamente 2 metros de comprimento e 30 graus de

inclinacdo. De acordo com a figura a seguir, determine a altura de cada degrau.
Figura 32 - Exemplo 2

Resolucao:

Como a escada forma um triangulo retangulo, o primeiro passo para responder

a questao é encontrar a altura da rampa, que corresponde ao cateto oposto.

co
sen 30° =

sen 30° =

TR

1 h
2 2
h=1m
Se a altura da escada é de 1 m e ela possui 8 degraus, entédo dividindo a altura
por 8 encontraremos a altura de cada degrau.

degrau =

e

degrau =

degrau = 0,125 m

Portanto, cada degrau apresenta a altura de 0,125 m ou 12,5 cm.

7- Jogo! Solicitaremos aos alunos para que peguem seus celulares e acessem
o site https://kahoot.it/ e insiram o pin gerado pelas professoras no teldo, para

jogarem o jogo proposto. https://create.kahoot.it/course/5932b315-3f49-4617-



https://kahoot.it/
https://create.kahoot.it/course/5932b315-3f49-4617-b120-479e6f1b8356#course=80bba39c-b880-49d9-b185-0a97cd9bf03a

b120-479e6f1b8356#course=80bba39c-b880-49d9-b185-0a97cd9bf03a (20

min)

8- Parafinalizar a aula, solicitaremos aos alunos para que realizem os exercicios

da lista, iremos intercalar resolugédo com corre¢ao. (40 min)

Avaliacao

A avalicdo seré feita em todo momento da aula. Os seguintes pontos sdo
considerados: participacdo nas atividades e nas corre¢cdes dos problemas,
comunicacdo do aluno com os demais colegas e por fim a resolugdo dos

exercicios propostos.
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Anexo 1

6° Encontro

Conteudo: Seno, Cosseno, Tangente no triangulo retangulo e
angulos notaveis

Data: 29/04/2023
1- Sabendo que sen36°=0,58, c0s36°=0,80 e tg36°=0,72, calcular o

valor de x em cada figura.

10 cm X 20 km
[] ' X

~ tet t
Resolugdo:  a)seno = =22 5en36° = — = 0,58 = > x =

hipotenusa

58m
cateto adjacente o _ X x
b)cosseno = ——————=c¢c0s36°===080==-=>x=4m
hipotenusa 5 5
cateto oposto X x
C)tangente = —? =tg36°=—=0,72=—=>x=144km
cateto adjacente 20 20

2- Nos tridngulos das figuras abaixo, calcule tg A, tg E, tg O:
0 a) 5 b) c)

14 48 3&

A 50 E A 32 E


https://vestibular.brasilescola.uol.com.br/enem/seno-cosseno-tangente-no-enem.htm
https://vestibular.brasilescola.uol.com.br/enem/seno-cosseno-tangente-no-enem.htm
https://vestibular.mundoeducacao.uol.com.br/enem/seno-cosseno-tangente-no-enem.htm
https://vestibular.mundoeducacao.uol.com.br/enem/seno-cosseno-tangente-no-enem.htm
http://professorwaltertadeu.mat.br/exerciciosEM2010.html

cateto oposto - tgA\ — E: tg/i ~ 3’42

Resolucdo: a) tgA = "

cateto adjacente

A __ cateto oposto B E — £~
tgk = cateto adjacente =tgk 48 tgk = 0,29
A cateto oposto A _ 32 _ A
b) th  cateto adjacente = th T 32 t‘go =1
~ _ cateto oposto A 3V2 _ A
th  cateto adjacente = th BN t‘go =1

c¢) Primeiro precisamos determinar o outro cateto. Assim temos que
162 =22+x2=2256=4+x2=2256—-4=x?>>252=x?>+252>x =

67

~ cateto oposto A 67 PN
tg0 = ————=>tg0 =— =tg0 = 3V7
9 cateto adjacente 9 2 9
A cateto oposto ~ 2 27 W7
tgA =—,p=>tgA=—=—=—
cateto adjacente 6V7 42 21

3- Determine no triangulo retangulo ABC as medidas a e c indicadas.

S Resolucdo:sen30° = Dl =
a 2 a
) 20
10
cos30°=i=>—3:i:>2c=
; 30°, 4 20 2 20
: 20V3=c¢=10V3

4- Uma pipa é presa a um fio esticado que forma um angulo de 45° com

0 solo. O comprimento do fio € 80 m. Determine a altura da pipa em

relacdo ao solo. Dado J2 = 1,41. Observacao: suponha que o fio

fique reto, o que néo ocorre na realidade.

= 2
Resolucio:sen45° = ;_0:)§ =

T L =52x =80V2=2>x =402 =
80m ~ ‘X 80
56,6 m

(45° o




5-

(VUNESP) Uma pessoa, no nivel do solo, observa o ponto mais alto
de uma torre vertical, a sua frente, sob o angulo de 30°.
Aproximando-se 40 metros da torre, ela passa a ver esse ponto sob
o angulo de 45° A altura aproximada da torre, em metros, é:

(considere V3 = 1,73)

a) 44,7 b) 48,8 c) 54,6 d) 60,0
e) 65,3

Resolugédo: para ajudar na resolugdo vamos representar atraves de

um desenho

. ° cateto oposto V3 _
m m = 5 —
Assim sabemos que tg30 cateto adjacente 3 (+40) =>V3(x +

40) = 3x = xV3 + 40V3 = 3x > 40V3 = 3x — xV3=>40V3 = x(3 -

40vV3 (40v3)-(3+v3) _ 40-3+120v3
V3)= iz X7 G-y 3 N

120120%5 5 = 20 + 20V3 = x = 20 + 20 - 1,73 = 20 + 34,6 =

=x=x =

546 m

(UFRS) Um barco parte de A para atravessar o rio. A direcdo de seu
deslocamento forma um angulo de 120° com a margem do rio. Sendo
a largura do rio 60 m, a distancia, em metros, percorrida pelo barco

foi de:

B a) 40v2  b)40V3  c)45V3
lu m d) 50v3 e) 60v2

1200 l

A
Resolucado: sabemos que o suplementar de 120° € 60°, assim segue
que:

sen60°=6x°:>§ 0 43 =120 x

4043

120-(/3) 12043
_ =y =
O o

S>x =



7-

O-

L José

Um engenheiro deve medir a largura de um rio. Para isso, fixa um
ponto A na margem em que esta e um ponto B na margem oposta.
A seguir, desloca-se 40 m perpendicularmente a reta AB até o ponto
C e mede o angulo ACB, obtendo 44°. Dados: sen44°=0,69,

co0s44°=0,71 e tg44°=0,96, calcule a largura do rio.

cateto oposto

Resolucao: temos que tangente = assim segue que:

cateto adjacente
tg44° = -=096=-=384=1
40 40

(UFPI) Dois niveis de uma praca estao ligados por uma rampa de 3
m de comprimento e 30° de inclinacéo, conforme a figura abaixo.

Devem-se construir sobre a
rampa 6 degraus da mesma
altura. A altura de cada degrau

sera:
a)0,20m b)0,23 m c)0,25
m d)0,27 m

Resolucdo: vamos calcular inicialmente a altura total da escada.

tet t .
Sabemos que seno = =222 Assim segue que:
hipotenusa

sen30° = %:% = §:> 2x =3=x = §:>x =1,5m. Como temos 6
degraus segue que: % =0,25m

(Enem de 2009) Ao morrer, o pai de Jodo, Pedro e José deixou como

heranca um terreno retangular de 3
3 km

km x 2 km que contém uma area de

extracdo de ouro delimitada por um
i i quarto de circulo de raio 1 km a
2km

partir do canto inferior esquerdo da

\ propriedade. Dado o maior valor da

area de extracdo de ouro, 0s
Tkm



irmaos acordaram em repartir a propriedade de modo que cada um
ficasse com a terca parte da area de extracdo, conforme mostra a
figura.

Em relacdo a partilha proposta, constata-se que a porcentagem da
area do terreno que coube a Jodo corresponde, aproximadamente,
a

(Considere ? =0,58)
a) 50% b) 43% c) 37% d)33% e)19%

Resolucdo: sabemos que a area total de heranca é de 2 - 3 = 6 km?,
Para calcular a area que pertence a Joao precisamos determinara a
V3 _
5=
x=>x=116=x= 1,16 km. Para calcular a area que pertence a

altura do triangulo que representa sua parte, assim tg30° = §:>

Jodo vamos determinar a area do triangulo:

base-altura _ 2-1,16

2 2
1,16

= 1,16 km? . Para determinar a porcentagem temos

10-Um baldo atmosférico, lancado em Bauru (343 quildmetros a
Noroeste de S&o Paulo), na noite do ultimo domingo, caiu nesta
segunda-feira em Cuiaba Paulista, na regido de Presidente
Prudente, assustando agricultores da regido. O artefato faz parte do
programa Projeto Hibiscus, desenvolvido por Brasil, Franca,
Argentina, Inglaterra e lItalia, para a medicdo do comportamento da
camada de oz6nio, e sua descida se deu apds o cumprimento do
tempo previsto de medicao.

Balio Na data do
acontecido, duas

pessoas avistaram o

baldo. Uma estava a

1,8 km da posicéao

e 60° 30 vertical do baldo e o
At A e ® avistou sob um
angulo de 60°; a outra

estava a 5,5 km da posicdo vertical do baldo, alinhada com a
primeira, e no mesmo sentido, conforme se vé na figura, e o avistou




sob um angulo de 30°.
Qual a altura aproximada em que se encontrava o balao?

a)l,8 km.
b)1,9 km.
c)3,1 km.
d)3,7 km.
e) 5,5 km.

cateto oposto

Resolucdo: sabemos que tangente = assim segue que:

cateto adjacente

tg60° = ﬁé 1,73=>x = 3,11 km

9.2. Relatério Encontro 6

Relatorio PROMAT
6° Encontro — 29/04/2023

No dia 29 de abril de 2023, as 8h, demos inicio ao sexto encontro do
PROMAT, com 17 alunos presentes. Neste dia, no Campus de Cascavel da
Unioeste, estavam ocorrendo os Jogos Internos da Unioeste Intercampi (INTER
JIU) e as salas que usamos paras as aulas serviram como alojamento para 0s
alunos. Com isso tivemos que realizar a aula em outra sala (Sala B101), como

consequéncia muitos alunos chegaram um pouco atrasados.

Iniciamos a aula com um video sobre trigonometria a fim de mostrar aos
alunos um pouco da historia da trigonometria. Em seguida passamos um
problema envolvendo o Teorema de Pitagoras para inserir os conceitos de cateto

oposto, cateto adjacente e hipotenusa.

Na sequéncia introduzimos 0s conceitos de seno, cosseno e tangente
utilizando as ideias sobre o triangulo trabalhada no problema anterior. Apds a
compreensao desses conceitos buscamos descobrir os valores dos angulos

notaveis utilizando um triangulo equilatero.

Nesta etapa notamos que os alunos tiveram dificuldades em escrever a
altura do triangulo em relacdo aos lados. Entretanto, com o auxilio da professora

conseguiram compreender e descobrir o0 seno e cosseno dos angulos notaveis.



Para tornar a aquisicdo do conhecimento mais ludica passamos a
musica Jingle Bells da Trigonometria (Pelluso). Apds o intervalo realizamos

juntamente com os alunos alguns exemplos para fixar o contetdo.

Ao corrigir os exemplos notamos que o0s alunos tém muita dificuldade em
identificar qual relacdo de seno, cosseno ou tangente usar para achar a solugao.

Porém acreditamos que com o jogo Kahoot essas duvidas foram sanadas.

Tivemos problemas com a internet durante a realizacédo do jogo, mas

apesar disso foi muito bem aceito pelos alunos.

Em seguida, deixamos os alunos resolverem a lista e circulamos pela
sala auxiliando na resolucédo. Para finalizar a aula corrigiremos alguns exercicios

da lista.

10. Encontro 7

10.1. Plano de Aula Encontro 7

Plano de Aula 7
06/05/2023
Conteudo
Trigonometria: Radianos, ciclo trigonométrico e as extensbes dos

conceitos de seno e cosseno.

Publico-alvo

Alunos inscritos no projeto de ensino Promat.

Objetivo geral
Compreender os conceitos de trigonometria no ciclo trigopnométrico e,

resolver problemas que o envolvam.

Objetivos especificos
Ao se trabalhar com ciclo trigonométrico, espera-se que 0s alunos sejam

capazes de:



e Compreender o que sdo angulos, arcos e medidas de angulo em
grau e radiano;

e Converter radianos em graus e graus para radianos;

e Identificar e analisar as razfes trigonométricas no ciclo

trigonomeétrico;

Tempo de execugao
3 horas e 40 minutos.

Recursos didéaticos
Laminas, quadro, giz, material impresso, projetor, dados.

Encaminhamento metodologico

1- Daremos inicio a aula questionando os alunos sobre seus conhecimentos
prévios sobre angulos com intuito de direcionar a dinamica ao conhecimento
do que €& um radiano. Em seguida apresentaremos as definicbes e
explicaremos como fazer as conversdes de graus para radiano e de radiano

para graus, apresentando alguns exemplos; (60 min)

O Radiano, unidade de medida de arco e de angulo

Figura 33 - Arco de uma
circunferéncia

Af\\ I
circunferéncia de raio r, tal que o comprimento \

Considere um arco AB, contido numa

do arco AB sejaigual ar. .
Dizemos que a medida do arco 4B é 1

radiano (1 rad).

Definicao

Um radiano (1 rad) é um arco cujo comprimento é igual ao do raio da
circunferéncia que o contém.

Um angulo AOB mede 1rad se, e somente se, determina uma

circunferéncia de centro O um arco de 1 rad.



Figura 34 - Definicdo de Radiano

B

r(1 rad)

[ 551 rad \

/

-

\_ ..... it e

Figura 35 - Exemplo 1
Exemplo 1

A medida x, em radianos, do arco AMB da

A/
é calculada por uma \

7z

circunferéncia ao lado

regra de trés: M

X = 3 rad = 1,4 rad

A Medida da circunferéncia em radianos

Sabemos que a medida de uma circunferéncia mede 360°, qual sera sua
medida em radianos?

Considere uma circunferéncia de raio r. Como sabemos que o
comprimento de uma circunferéncia € dado por 2w r, podemos obter a sua

medida x, em radianos, por meio de uma regra de trés:

Logo: x = 2%rrad = 2nrad

Assim,

A medida de uma circunferéncia é 2m rad.

Transformacgfes de unidades



Como sabemos que uma volta completa é equivalente a 360°,
podemos afirmar que 2w rad = 360°, entao:

nrad é equivalente a 180°

Agora que sabemos que m = 180° vamos calcular alguns exemplos.

Exemplo 2
Determine em radianos quanto vale:

a) 120° b) 270°
180° ———m 180° ———m
120° — —— x 270° ——— x
180x = 1207 180x =270m

120 2m 270m 3w
X = = -_— X = = -_—
180 3 180 2

Exemplo 3

Determine qual a medida em graus de:

a) % rad b) 5?” rad
180 5.180
—— =130° = °

6 ; 150

A Circunferéncia Trigonomeétrica

Considere uma circunferéncia de raio unitario r =1, cujo centro
coincida com a origem de um sistema de coordenadas cartesianas ortogonal.
(A rigor as figuras que seguem estao erradas. O eixo x tem seta para a direita
apenas e o exio y para cima. A setas servem para orientar os eixos. Mas pode

deixar assim mesmo)



Figura 36 Circunferéncia

Fonte 12 - Disponivel em: https://brasilescola.uol.com.br/matematica/simetria-no-circulo-
trigonometrico.htm

Nele o eixo horizontal é o eixo dos cossenos e 0 eixo vertical € o eixo
dos senos. Pode ser chamado também de ciclo trigonométrico.

Utilizamos o circulo para encontrar o valor do seno, do cosseno e da
tangente, de acordo com o valor do angulo. Tendo no eixo vertical o valor do
seno e no eixo horizontal o valor do cosseno, ao determinar um angulo no
circulo trigonométrico, € possivel encontrar o valor do seno e do cosseno
analisando as coordenadas do ponto em que o segmento de reta liga o centro
do circulo e a circunferéncia, representado por P na imagem a seguir. Se
tracarmos a reta tangente ao circulo no ponto (1,0), poderemos também

calcular a tangente desse angulo de forma analitica conforme a imagem:


https://brasilescola.uol.com.br/matematica/simetria-no-circulo-trigonometrico.htm
https://brasilescola.uol.com.br/matematica/simetria-no-circulo-trigonometrico.htm

Figura 37 Circunferéncia

senQig = — = = —

cosc

Fonte 13 - Disponivel em: https://brasilescola.uol.com.br/matematica/simetria-no-
circulo-trigonometrico.htm

Quadrantes da circunferéncia Trigonométrica
Figura 38 Quadrantes

primeiro quadrante: angulos que
estdo entre 0 a 90° ou 0 e T/2 se.;c;ﬁ

radianos;

segundo quadrante: angulos que I |

estdo entre 90° e 180° ou /2 e T 157 g >
radianos; 1 v ”
terceiro quadrante: angulos que

estdo entre 180° e 270° ou m e 3 T1/2 270 %”

radianos;

R Fonte 14 - Disponivel em:
guarto quadrante: angulos nips:/brasilescola.uol.com.br/matematica/simetria-
no-circulo-trigonometrico.htm

que estado entre 270° e 360°

ou 311/2 e 21T radianos.

Angulos notéaveis na circunferéncia trigonométrica


https://brasilescola.uol.com.br/matematica/simetria-no-circulo-trigonometrico.htm
https://brasilescola.uol.com.br/matematica/simetria-no-circulo-trigonometrico.htm
https://brasilescola.uol.com.br/matematica/simetria-no-circulo-trigonometrico.htm
https://brasilescola.uol.com.br/matematica/simetria-no-circulo-trigonometrico.htm

Figura 39 Circunferéncia trigopnométrica
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Fonte 15 - Disponivel em: https://brasilescola.uol.com.br/matematica/simetria-no-circulo-
trigonometrico.htm

Variacdes dos sinais de Seno, Cosseno e Tangente

Cosseno: como ele € o eixo horizontal, o cosseno de angulos
compreendidos a direita do eixo vertical € positivo, e o cosseno de angulos
compreendidos a esquerda do eixo vertical € negativo.

Seno: basta lembrar que o eixo vertical € o eixo dos senos, entdo o0 seno
de um angulo que esta acima do eixo horizontal é positivo; mas caso o
angulo esteja abaixo do eixo horizontal, o seno desse angulo é negativo
Tangente: Sabemos que a tangente é a razdo entre 0 seno e 0 Cosseno,
entdo, para encontrar o sinal da tangente para cada um dos quadrantes,
fazemos o jogo de sinal, o que faz com que a tangente seja positiva nos

guadrantes impares e negativa nos quadrantes pares:


https://brasilescola.uol.com.br/matematica/simetria-no-circulo-trigonometrico.htm
https://brasilescola.uol.com.br/matematica/simetria-no-circulo-trigonometrico.htm

Figura 40 Variac&o dos sinais

Y Y Y
& & &
+ | + — + - | +
1r}|{ rX 'x
Seno Cosseno Tangente

Fonte 16 — Disponivel em: https://aprovatotal.com.br/trigonometria-conceitos-e-principais-formulas/

Sintese

Figura 41 Ciclo Trigonométrico

Y

Eixo do Seno

Sen -

Eixo do Cosseno L]

T
Cos o

Fonte 17 — Disponivel em: https://aprovatotal.com.br/trigonometria-conceitos-e-principais-formulas/

2- Ap6s a primeira explicacdo mostraremos aos alunos alguns objetos
manipulaveis que representam o ciclo trigonométrico. Ensinaremos a

como localizar os angulos e radianos; (10 min)


https://aprovatotal.com.br/trigonometria-conceitos-e-principais-formulas/
https://aprovatotal.com.br/trigonometria-conceitos-e-principais-formulas/

Figura 42 Ciclo Trigonométrico

Fonte 18 - Acervo das autoras

3- Para fixar e assimilar as relacdes estabelecidas até aqui, iremos propor
um jogo: “Pife Trigonométrico”, que consiste em me um jogo de cartas
onde os alunos precisam montar trincas com cartas equivalentes; (30

min)

Pife Trigonomeétrico

Figura 43 - Baralho Jogo Pife Trigonométrico

Fonte 19 - Acervo das autoras

Reqgras do Jogo:

Um baralho com 52 cartas
- 9 cartas para cada jogador;



- O jogador deve formar trincas com carta equivalente e naipes, que neste
jogo sao os angulos, iguais;

- A cada rodada o jogador pesca uma carta, podendo ser do monte ou do
descarte;

- Afinal de cada jogada o jogador deve descartar uma carta e passar a vez
para o proximo jogador;

- O “pbate”: para vencer o jogo € preciso formar 3 trincas. Para “bater” é
possivel pegar uma carta do lixo para montar a trinca que faltava, mesmo

nao sendo a vez deste jogador.

4- Intervalo (20 min)

5- ApoOs o intervalo deixaremos que os alunos joguem por mais alguns
minutos; (20 min)

6- Para o restante da aula sera voltada para resolucéo da lista de exercicios

juntamente com a corregao.

Avaliacéao

A avalicéo sera feita em todo momento da aula, os seguintes pontos sao
considerados: participacdo nas atividades e nas corre¢cdes dos problemas,
comunicacdo do aluno com os demais colegas e por fim a resolucdo dos

exercicios propostos.
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Anexo 1
7° Encontro

Conteudo: Seno, Cosseno, Tangente no triangulo retangulo e angulos
notaveis
Data: 07/04/2023

1. Sabemos que a medida de 180° equivale a 11 radianos. Determine qual
valor em radianos corresponde a 1° e qual valor em graus € correspondente
ao valor de 1 radiano.
O valor de 1T equivale a 3,14159265...
Queremos a medida de 1° em radianos e de 1 radiano em graus;

180° = wrad;
Utilizando essas informacgdes, podemos usar a regra de trés para calcular os
valores pedidos:

1 rad em graus:

nrad ——— 180°
lrad — ———x°
x.mt = 180°
x = 180°/m
x = 57,29°
1° em radianos:
nrad ——— 180°
xrad ————1°
nm = 180°x
x = m/180°

x = 0,01745 rad
2. Calcule as transformac¢des de medidas de angulos pedidas:

a) 120° em radianos;

nrad ——— 180°
xrad ————120°
180° x = 120°x
1201

180



=—rad
X 3 ra
2
b) 7” em graus;
nrad ——— 180°
2
= rad ——— —x°
7
360m
7 . X
x° = 51,42
c) 234° em radianos;
mrad ——— 180°
X rad — — — —234°
234 .m = 180x
13 p
X = 107'[7'61
3w
d) = em graus.
nrad ——— 180°
3T
— rad ——— —x°
5
5407
T—T[.x
x =108°

3. (Fuvest— SP) Quantos graus mede aproximadamente um angulo de 0,105
radianos?

a) 2 b)dc)6d)8e) 10

Sabemos que 1T rad equivale a 180°:



n.x = 180.0,105
Podemos utilizar que ™= 3,1415.
3,1415.x = 18,9
x = 6,02°
Portanto, um angulo que mede 0,105 radianos equivale a, aproximadamente,
6,02°. A alternativa correta é a letra c.

4. Determine a medida, em radianos, equivalente a:

a) 240°
360 — — — — — 2w rad
240° — — — — — X
_2402m 4 .
360 ztra
b) 315°
360 ——— — — — 2mrad
315° — — — — — — X
X =3152m /360 = - rad
c) 210°
d)45°

5. Determine a medida, em graus, equivalente a:

11
a) grad b) 5?ﬂrad C) %rad d) =

6. (Cesgranrio) Um mecanismo liga o velocimetro a uma das rotas dianteiras
de um automovel, de tal maneira, quando essa roda gira 72m rad, uma

engrenagem que compde o velocimetro gira 2m rad, uma engrenagem que
~ . . . 18w
compde o velocimetro gira 2m rad. Quando a roda gira = rad, essa

engrenagem gira:
a)15° b)12° c)34,4° d)18° e) 9°



Qma d}(lﬂm'ad]
;f‘éfmd - 1mwad 5 (3&%&*) 1 mad _180°
wad = x= = Friniarreig =18°
E — x 72 wad 5 72 10 10

7. A medida de um arco trigonométrico AM é 30°. Obtenha todas as medidas
x associadas ao ponto M, sob cada uma das condigdes:
a) 0°< x < 1.080
b) b)-720°< x < 0°
a) 12volta: 50° a medida de graus do arco)
22 volta: 50°+ 360° = 410° (a medida da 12 volta+ uma volta completa)
32 volta: 50°+ 2. 360°
502+ 7202 = 770°
b) 12 volta: 50°
22 volta: 50° - 360° = 210° (porque a volta foi no sentido negativo: sentido
horario)
32 volta: 50° - 2. 360° 50°- 720°= 670°
a medida da 12 volta ( o arco de 50°) + 1 volta negativa ( 22 volta) + 1 volta
negativa (32 volta) a medida da 12 volta (0 arco de 50°) + 1 volta ( 22 volta)
+ 1 volta (32 volta)

8. Determine a medida x do arco da primeira volta positiva (0< x < 360°)

a) % rad

Podemos converter essa medida para graus multiplicando por (180 /m)
x = 21m/2rad * (180/m) = 945°

Portanto, a medida do arco para a primeira opcao € x = 945°.

b) 23Tﬂrad
Podemos converter essa medida para graus multiplicando por (180/m):
x = 23n/2rad * (180/m) ~ 1035°
Portanto, a medida do arco para a segunda op¢do é x = 1035°.
c)— %rad

Podemos converter essa medida para graus multiplicando por

(180/m):
—45°

Q

x = —n/4rad * (180/m)

Portanto, a medida do arco para a terceira op¢do é x = —45°.



9. Observe a circunferéncia trigonométrica e N
calcule: L
a) Cos0eSen0

CosO0=1esen0 =0

3w

b) Cos 3 eSen Z
2 2

(-1,0)

cos(3n/2) = 0sen(3n/2) = —1

©-n

C) Cosg eSeng
cos(n/2) = O0sen(n/2) =1
d) Cos meSenm
cos(m) = —1sen(m) = 0
10. Calcule o valor da expressao:
_cos0°. sen 270° + sen 90°.cos 180°
sen?90° + cos2180°
E=[1xxCD)+1x(CD]/[1"2 + (—1D)"2]
E=[-1-1]/[1+ 1]
E=-2/2
E = -1

11. Calcule o valor da expresséo:

ST _ o3
sen 6 coSs 3

E =

sen27—n
4
E=@1/2 - (-1/2))/ (1/2)
E=(1/2+1/2)/(1/2)
E=1/01/2)

E =2
12. Se algum angulo possui cosseno positivo e seno negativo ele esta
localizado no

a) 1° quadrante b) 2° quadrante c) 3° quadrante d) 4° quadrante

13. Usando a tabela dos arcos notaveis, calcular sen 150° e cos 150°.



sen(150°) = —1/2 cos(150°) = —V/3/2

14. Usando a tabela dos arcos notaveis, calcular sen 240° e cos 240°
sen(240°) = —V/3/2 cos(240°) = —1/2

10.2. Relatério Encontro 7

Relat6rio PROMAT
7° Encontro — 06/05/2023

No dia 06 de maio de 2023, as 8h, demos inicio ao sétimo encontro do
PROMAT, com 13 alunos presentes. Nossos encontros ainda sdo sobre
trigonometria, e para comecar, definimos radianos e explicamos como calcular
guanto mede um arco qualquer em radianos. Na sequéncia verificamos a medida

da circunferéncia em radianos.

No segundo momento explicamos e mostramos exemplos de como
transformamos graus em radianos e radianos em graus. Com a explicacéo,
deixamos alguns minutos para que o0s alunos resolvessem alguns exercicios e
solicitamos para que eles fossem resolver no quadro. De modo geral a

participacéo dos alunos durante as aulas foi boa.

No terceiro momento expomos o ciclo trigopnométrico, que 0s assustou,
pelo fato de ter muitas informacdes. Mas, para melhor entendimento,
desenhamos no quadro e explicamos passo a passo sobre os angulos em grau

e em radianos, e quais sdo os angulos notaveis da circunferéncia trigopnométrica.



Figura 44 - Ciclo Trigonométrico

Apés o intervalo propomos um jogo, chamado pife trigopnométrico, com o

intuito de fixar e assimilar as relacfes estabelecidas até o momento.

Os alunos tiveram um pouco de dificuldade no comec¢o, mas cada

professora ficou em um grupo para auxiliar. O jogo era o seguinte:

Um baralho com 52 cartas

- 9 cartas para cada jogador;

- O jogador deve formar trincas com carta equivalente e naipes, que
neste jogo sdo os angulos, iguais;

- A cada rodada o jogador pesca uma carta, podendo ser do monte
ou do descarte;

- Ao final de cada jogada o jogador deve descartar uma carta e
passar a vez para o proximo jogador;

- O “bate”. para vencer o jogo € preciso formar 3 trincas. Para
“bater” é possivel pegar uma carta do lixo para montar a trinca que faltava,

mesmo nao sendo a vez deste jogador.



Figura 45 - Alunos jogando

Por fim os alunos foram orientados a resolver a lista de exercicio em

casa e trazer suas duvidas para a proxima aula.

11. Encontro 8

11.1. Plano de Aula Encontro 8

Plano de Aula 8
13/05/2023

Conteudo
Simetrias no circulo trigonométrico, reducdo ao primeiro quadrante,
transformacdes trigonométricas, arco duplo e relacdo fundamental da

trigonometria.

Publico-alvo

Alunos inscritos no projeto de ensino Promat.

Objetivo geral



Compreender as simetrias dos angulos correspondentes no circulo
trigonométrica. Determinar as redu¢des dos angulos para o primeiro quadrante

e reconhecer a relagéo fundamental da trigonometria e sua defini¢ao.

Objetivos especificos
Ao se trabalhar como reducdes, transformacdes e relacdo fundamental

da trigonometria espera-se que o aluno seja capaz de:??

Tempo de execugao

3 horas e 40 minutos.

Recursos didaticos

Laminas, quadro, giz, material impresso, projetor, dados.

Encaminhamento metodologico
1- Iniciaremos a aula questionando aos alunos sobre alguns conceitos sobre
0s angulos maiores que 90° do circulo trigopnométrico. Como eles fariam
para calcular e resolver problemas que envolvessem angulos maiores. A
intensdo é introduzir o conceito de simetria dentro do circulo
trigonométrico através das reducdes para o 1° quadrante e assim dando
sequéncia para as definicdes de transformacdes trigonométricas e arcos

duplos, intercalando com exemplos; (1h e 40 min)

Simetria no Circulo Trigonométrico
E possivel construir uma maneira de reduzir o seno, cosseno e
tangente ao primeiro quadrante. Essa reducdo significa encontrar no
primeiro quadrante um angulo que seja simétrico a um angulo dos demais
guadrantes, pois, quando trabalhamos com um angulo simétrico, o valor

das razdes trigopnométricas € o mesmo, mudando apenas o seu sinal.

e Reducdao do 2° para o 1° quadrante:
Nota: A figura que segue esta errada. O eixo x tem seta apenas para a

direita e 0 eix0 y apenas para cima. As setas servem para orientar 0s eixos.



Figura 46 Reducéo dos quadrantes

senc

cosx

Fonte 20 - Disponivel em: https://brasilescola.uol.com.br/matematica/simetria-no-circulo-
trigonometrico.htm

Como sabemos, no 1° e 2° quadrantes, o seno é positivo. Entdo, para
calcular a reducdo do seno do 2° quadrante para o 1° quadrante, utilizamos a
formula:

sen x = sen (180° — x)
O cosseno e a tangente no 2° quadrante sdo negativos. Para fazer a

reducéo do cosseno do 2° quadrante para o 1° quadrante, utilizamos a formula:

cosx = —cos(180° — x)

—tg (180° — x)

tg x

Exemplo:
1. Qual é o valor do seno e cosseno de um angulo de 120°?
O angulo de 120° é um angulo do segundo quadrante, pois esta entre 90°
e 180°. Para fazer a reducéo desse angulo ao 1° quadrante calculamos:
sen 120° = sen (180° — 120°)
sen 120° = sen 60°

O angulo de 60° € um angulo notavel, logo o valor do seu seno é

conhecido, entao:

V3
sen 120° = >
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Agora calculamos o seu cosseno:

cos120° = —cos(180 — 120)
cos120° = —cos 60°

Como conhecemos o cosseno de 60°, temos que:
120° !
Cos = 2

e Reducao do 3° para o 1° quadrante:

Figura 47 Reducéo para o 1° quadrante

seno

coscx

p ————

Fonte 21 - Disponivel em: https://brasilescola.uol.com.br/matematica/simetria-no-circulo-
trigonometrico.htm

O seno e 0 cosseno no terceiro quadrante sdo negativos. Entdo, para
fazer a reducdo do seno e do cosseno do 3° quadrante para o 1° quadrante,
utilizamos a férmula:

senx = —sen (x — 180°)

cosx = —cos(x —180°)

A tangente no 3° quadrante é positiva. Para fazer a reducéo dela,
utilizamos a férmula:
tgx=1tg (x—180°)
Exemplo:

2. Calcule o seno, o cosseno e a tangente de 225°.
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sen 225° = —sen (225° — 180°)
sen 225° = —sen 45°

7

Como 45° é um angulo notavel, temos que:
V2
sen 225° = — —
2
Agora, calculando o cosseno, temos que:
cos 225° = —cos(225° — 180°)
c0s225° = —cos45°

V2
c0Ss225° = — >

E a tangente:
tg 225° = tg (225° — 180°)
tg 225° = tg 45°
Sabemos que tg 45° = 1, entéo:
tg225°=1

e Reducdao do 4° para o 1° quadrante:
Figura 48 Reducéo do 4° para o 1° quadrante

senc

coscx

-T2 P

Fonte 22 - Disponivel em: https://brasilescola.uol.com.br/matematica/simetria-no-circulo-
trigonometrico.htm

Os valores do seno e da tangente no 4° quadrante sao negativos. Entéo,

para fazer a reducéo do 4° para o 1° quadrante, utilizamos a férmula:

senx = —sen (360° — x)

tgx = —tg (360° — x)
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J& o cosseno no 4° quadrante é positivo. Entdo, para reduzir ao 1°
guadrante, a formula é:
cos x = c0os(360° — x)
Exemplo:
3. Calcule o valor do seno e do cosseno de 330°.
sen 330° = —sen (360° — 330°)

sen 330° = —sen 30°

330° = !
sen =3

Agora 0 COSsseNno:
cos 330° = cos(360° — 330°)
cos 330° = cos 30°

V3
cos 330° = >

Transformacgdes Trigonométricas
Sao as formulas que facilitam o calculo do valor de seno, cosseno e
tangente para a soma e a diferenca entre arcos, a resolucdo de problemas

envolvendo arco duplo.

e Soma e diferenca de dois arcos:
Para calcular a soma ou a diferenca entre dois arcos trigonométricos, utilizamos
as formulas:
1) Seno da soma:
sen (a + b) = sen(a) .cos(b) + sen(b).cos(a)
2) Seno da diferenca:
sen (a — b) = sen(a).cos(b) — sen(b).cos(a)
3) Cosseno da soma:
cos(a + b) = cos(a).cos(b) — sen(a) . sen(b)
4) Cosseno da diferenca:

cos(a — b) = cos(a) .cos(b) + sen(a). sen(b)



5) Tangente da soma:

tg(a) + tg(b)
1-tg(a).tg(b)

tg(a+b) =

6) Tangente da diferenca:

tg(a) — tg(b)
1+ tg(a).tg(b)

tg (a—b) =

Exemplo:
4. Durante a medi¢ao de determinados angulos, encontrou-se as medidas

de 50° e 30°, e, calculado o valor do seno e do cosseno desses angulos,

temos:

Use:

sen 30° = 0,50 sen 50°=0,77
cos 30°=0,87 cos 50° = 0,64

Com base nesses dados, calcule:
a) sen 80°
Sabemos que 80° = 30° + 50°, entdo, temos que:
sen (80°) = sen (30° + 50°)
sen (30° + 50°) = sen(30°).cos(50°) + sen(50°).cos(30°)
sen (80°) = 0,50.0,64 + 0,77 .0,87
sen (80°) = 0,32+ 0,6699
sen (80°) = 0,9899
b) cos20°
Sabemos que 20° = 50° - 30°, entdo, temos que:
cos(20°) = cos(50° — 30°)
cos(50° — 30°) = cos(50°).cos(30°) + sen (50°).sen (30°)
cos(20°) = 0,64.0,87 + 0,77 .0,50
cos(20°) = 05568 + 0,385
cos(20°) = 0,9418

Arco Duplo

Encontramos as formulas para o arco duplo quando vamos realizar a soma de

dois arcos iguais:



1) Seno do arco duplo:

sen (20) =2 sen 0 .cos@
2) Cosseno do arco duplo:

cos(20) = cos 8% — sen 6?

3) Tangente do arco duplo:

2tg 6
920 =T g0

Exemplo:
5. Sabendo que tg 20° = 0,47, ent&o, calcule o valor da tg 40°.

Sabemos que 40° = 2 - 20°, entdo, utilizando a férmula da tangente do arco duplo,

temos que:
tg (2.20°) = %
g (40) =
tg (40°) = #ﬁzm

tg (40°) = 1,21

2- Intervalo 20 min.;
3- Apos o intervalo explicaremos o ultimo conceito da aula, a definicdo da relacao

fundamental da trigopnometria e em seguida faremos alguns exemplos; (40 min)

Relacdo Fundamental da Trigonometria

Para determinar a relacdo fundamental da trigonometria, precisaremos retomar as
definicbes do Teorema de Pitagoras e do circulo trigonométrico.

Ao determinarmos um ponto qualquer sobre a extremidade do circulo, temos sua
projecdo no eixo dos senos e dos cossenos. Ao tracarmos um segmento de reta do
eixo das origens do circulo até o ponto determinado, formamos um angulo ©, como

mostram 0s esquemas a seguir:



Figura 49 Relacao fundamental

Fonte 23 - Disponivel em: https://brasilescola.uol.com.br/matematica/relacao-fundamental-trigopnometria.htm

Com base no triangulo retangulo formado, vamos aplicar os fundamentos do

teorema de Pitagoras:

Figura 50 Relag&o fundamental

sen O

)0

cos O

Fonte 24 - Disponivel em: https://brasilescola.uol.com.br/matematica/relacao-fundamental-trigopnometria.htm

Ent&o temos que:
sen?0 + cos?*0 =1

Exemplo:

. 1 3 .
6. Considerando que sen x = Socomm <x < 7" determine cos x:

sen?0 + cos?0 =1

1 2
(—) 0 + cos?0 =1

4

1
2 :1__
CoOS™X 16
5 _15

coS x—16
15
COSXx = — |—
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. 1 .
7. Considerando que sen x = 3ocom0<x< % determine sen x:

sen?0 + cos?6 =1
2

1
sen?0 + <§> 6 =1

2 =1 1
sen~x = 9

8
2y — —
sen’x =g

_ |8
senx = |g

4- Para finalizar a aula os alunos realizarao os exercicios da lista. Intercalaremos com

correcOes e resolucdes no quadro. (40 min)

Avaliacao

A avalicdo sera feita em todo momento da aula e os seguintes pontos séao
considerados: participacdo nas atividades e nas correcdes dos problemas,
comunicacdo do aluno com os demais colegas e por fim a resolucado dos exercicios

propostos.
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Anexo 1

8° Encontro
Conteudo: Simetrias no circulo trigopnométrico redug¢ao ao primeiro quadrante,
transformacgdes trigonométricas, arco duplo e relagdo fundamental da
trigonometria.
Data: 13/05/2023

1) Complete, nas figuras, as medidas dos arcos trigonométricos

correspondentes.

2) (UFRGS) Considere as afirmativas abaixo:
I.tg 92° =-tg88°,

I1.tg 178° = tg 88°.

I11.tg 268° = tg 88°.

IV.tg 272° =-tg 88°.

Quais estao corretas?
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a) Apenas | e lll.

b) Apenas Il e IV.
c)Apenas |, Il e IV.
d) Apenas I, lll e IV.
e) Apenas Il, lll e IV.

Resolucgao:
.tan 92° = -tan 88°
Reduzindo o angulo de 92° ao primeiro quadrante, temos:

180° — 92° = 88°
Os angulos de 92° e 88° séo correspondentes e possuem tangente de mesmo
modulo. De acordo com a figura, podemos constatar que o sinal das duas
tangentes € diferente. Logo, a afirmacéao | é verdadeira.
.tan 178° = tan 88°
Reduzindo o angulo de 178° ao primeiro quadrante, temos:

180° - 178° = 2°
Os angulos de 178° e 88° ndo séo correspondentes, logo suas tangentes sao
diferentes. Assim sendo, a afirmacéo Il é falsa.
.tan 268° = tan 88°
Reduzindo o angulo de 268° ao primeiro quadrante, temos:

268° — 180° = 88°
Os angulos de 268° e 88° sédo correspondentes e possuem tangente de mesmo
modulo. Atraveés da figura, vemos que € igual o sinal de suas tangentes. Logo,
a afirmacao Il é verdadeira.
.tan 272° =-tan 88°
Reduzindo o angulo de 272° ao primeiro quadrante, temos:

360° — 272° = 88°
Os angulos de 272° e 88° séo correspondentes e suas tangentes possuem o
mesmo modulo. Através da figura, vemos que € diferente o sinal de suas
tangentes. Logo, a afirmacéo Il € verdadeira.

Sao verdadeiras as afirmacées I, lll e IV. A alternativa correta é a letra d.

3) O valor de (cos165° + sen155° 4+ cos145° - sen25° + cos 35° + cos 15°)
é:

a)v2. b) —1. c) 0. d) 1. e)

N |-



Resolucgao:

Primeiramente devemos reduzir os arcos:

c0s165°

cosx = —cos(180° — x)

cos 165° = — cos(180° — 165°)
cos 165° = — cos(15°)

cos145°

cosx = —cos(180° — x)

cos 145° = — cos(180° — 145°)
cos 165° = — cos(35°)
sen155°

sen x = sen (180° — x)

sen 155° = sen (180° — 155°)
sen 155° = sen (25°)

—c0s15° + sen25° — co0s35° - sen25° + cos 35° + cos 15° =

4) Calcule os valores dos senos, cossenos e tangentes abaixo utilizando a

reducao dos respectivos arcos do 2 - quadrante para o 1° quadrante.

a) sen 150°

sen 150° = sen (180° — 150°)
sen 150° = sen (30°)

Como conhecemos o sen 30°, temos

sen 150° = %

b) cos 120°

cos 120° = — cos(180° — 120)
cos 120° = —cos(60)

Como conhecemos o cos 60°, temos

cos 120° = —%

c) cos 135°

cos 135° = — cos(180° — 135°)

cos 135° = — cos(45)
Como conhecemos o cos 45°, temos

cos 135° = —g

d) tg 150°

tg 150° = —tg (180° — 150°)
tg 150° = —tg (30°)

Como conhecemos o tc 30°, temos

57
Sabemos que = corresponde ao

arco de 150°, assim temos que

cos 150° = — cos(180° — 150)



cos 150° = —cos(30)

Como conhecemos o cos 30°, temos

cos 150° = —?

5) Calcule os valores dos senos, cossenos e tangentes abaixo utilizando a redugéo dos

respectivos arcos do 3 - quadrante para o 1° quadrante.

a) sen 210°

sen 210° = —sen (210° — 180°)
sen 150° = —sen (30°)

Como conhecemos o sen 30°, temos

sen 150° = —%

b) sen 225°

sen 225° = —sen (225° — 180°)
sen 225° = —sen (45°)
Como conhecemos o sen 45°, temos

sen 150° = —g

c) cos 210°

cos210° = —cos(210° — 180°)
cos 210° = —cos(30°)
Como conhecemos o cos 30°, temos

cos 210° = —?

d) cos 240°

cos 240° = — cos(240° — 180°)
cos 240° = — cos(60°)

Como conhecemos o cos 60°, temos

cos 210° = S
2
e)tg 225°

tg 225° = tg (225° — 180°)

tg 225° = tg (45°)

Como conhecemos o tg 45°, temos
tg 45° =

f) tg 240°

tg 240° = tg (240° — 180°)
tg 240° = tg (60°)

Como conhecemos o tg 60°, temos

tg 60° =+/3

S5
g) cos 2

57
Sabemos que " corresponde ao

arco de 225°, assim temos que

cos 225° = —cos(225° — 180°)
cos 225° = — cos(45°)



Como conhecemos o cos 45°, temos

cos 210° = —?

6) Calcule os valores dos senos, cossenos e tangentes abaixo utilizando a redugéo dos

respectivos arcos do 4 - quadrante para o 1° quadrante.

a) sen 330°
sen 330° = —sen (360° — 330°)
sen 330° = —sen (30°)

1
Como conhecemos o sen 30°, temos sen 330° = — 5

b) cos 315 -

cos 315° = cos(360° — 315°)
cos 315° = cos(45°)

Como conhecemos o cos 45 °, temos cos 315° = g
c)tg 330 -
tg 330° = —tg (360° — 330°)
tg 330° = —tg (30°)

V3
Como conhecemos o tg 30°, temos tg 60° = — =
d 5x

) sen 3

Sabemos que 5?” corresponde ao arco de 300°, assim temos que
tg 300° = —tg (360° —300°)

tg 300° = —tg (60°)



Como conhecemos o tg 60°, temos tg 60° = — ?

7) Dado o angulo de medida a = 1”—2 radianos, obter:
a) sen(a)

Resolug&o: como 7 e  s&o arcos notaveis, tome - =~ — 7, para usar a

férmula do seno da diferenca de dois angulos.

sen (a — b) = sen(a) .cos(b) — sen(b).cos(a)

s (5= =sen(5) os ()= sn ).cos (3

3 4 4
T m V6—-+2
sen (g— Z) = 4
b) cos(a)

T T

T M~ P T
Como - e — sao arcos notaveis, tome — = )
3 4 12 3 4

para usar a formula do

cosseno da diferenca de dois angulos.

cos(a — b) = cos(a) .cos(b) + sen(a). sen(b)

cos(g—%)zcos(g).cos(%)+sen(g).sen(g)
T T 1 V2 V3 V2
cos(3-3)=7 %7 %
cos(3-3) =7+
T T V6 ++/2
COS(§_Z): 4



A A

T T ~ 7 - T 7
Como 5 €, séo arcos notaveis, tome =5 Parausara formula da

tangente da diferenca de dois angulos.

tg(a) — tg(b)

1+ tg(a).tg(b)
momy tg (%)_ tg(%)

" ( - )_ 1+ tg(%).tg(%)

tg (@a—b) =

Ty V3-1
‘9 (5_1)_1+ V3.1
T T _\/§—1-(1—\/5
G- v ma- e
T T _\/§—1—3+\/3_’
9 (3-3) =Ty e a3
T T —4+ 23
t‘g(§_Z)= —2
tg(g—%)=2—\/§

8) Dado o angulo de medida a = 105°, obter:

7 .
105° corresponde a £ radianos.

a) sen(a)

T

~ ~ , . 7
Resolucdo: Como = e Z s&o arcos notaveis, tome == =X +Z para usar
3 4 12 3 4

a férmula do seno da soma de dois angulos.

sen (a + b) = sen(a) .cos(b) + sen(b).cos(a)

sen (g + %) = sen (g) .cos (%) + sen (%) .cos (g)

3 4
mTT V6 ++/2
sen (§+Z)=T



b) cos(a)

T T o~ , . 71T T T ,
Como 3 €, sdo arcos notaveis, tome 53 + ,» parausara formula do

cosseno da soma de dois angulos.

cos(a + b) = cos(a) .cos(b) — sen(a). sen(b)

cos(g+%)=cos(g).cos(%)—sen(g).sen(g)
T T 1 V2 V3 V2
cwos(3+3) =77 "7 7
T m V2 6
COS(§+Z)=T—T
T m V6—+2
cos(§+z)= 2
c) tan(a)

Vs Vs ~ 7 . 7T T T 7
Como 5 €, sdoarcos notaveis, tome 53 + L parausara formula da

tangente da soma de dois angulos.

tg(a) + tg(b)
1— tg(a).tg(b)

tg (T[ T[) _ 9(3)"' tg(4)

tg (a+b) =

3% 1-1g(3)-t9@
T T V3+ 1
9 G+ =1-vas
T T V3+ 1 (1+\/_
9 G+ =T as 75
T T _\/_+ 1+3+ V3
tg(§+1)_1—\/_+\/_ 3
tg (g+%):4+2\/_

tg (g Z)Z—Z \/_

9) (UFAM) O cosseno do arco de medida 255° € igual a:
6- V3
o (f4 V3)



(\FW)
(\F\F)
(\/_+\/_)

(\/_\/_)
4

Resolugao:

O valor do cosseno de 255° é desconhecido por nés, mas pode ser
obtido a partir da soma de arcos.Uma das possibilidades é
desmembrar o angulo de 255° na soma 180° + 75°. Os valores de seno
e cosseno de 180° sédo conhecidos, entretanto, precisamos encontra-
los para o angulo de 75°, o que pode ser feito a partir da soma dos
arcos de 30° e 45°:

cos(x +y) = cosx.cosy- senx.seny
cos (30° + 45°) = cos 30°.cos 45° - sen 30°.sen 45°
V3 V2 1 V2
cos(75°) = — . —/— -5 .—
\2/_ 2\/_ 22
6 2
cos (75) _T\/__?_
6- V2
cos (75°) = ( 2 )

Vamos agora encontrar o valor do cosseno de 255°:
cos(x +y) = cosx.cosy- senx.seny
cos (180° + 75°) = cos 180°.cos 75° - sen 180°.sen 75°

cos (255°) =-1 @

(VZ- V)
4

- 0.sen75°
cos (255°) =

Concluimos entdo que a alternativa correta é a letra e.

10) O Valor numérico da expressao E = cos 10° - cos 50° — sen 10° -

sen 50° éigual a:

a) 1 b) - c) 0 d) -1 e)—1



Resolugao: podemos notar que a expresséo E = cos 10° -
cos 50° — sen 10° - sen 50° corresponde ao cosseno da soma

cos(a + b) = cos(a) .cos(b) — sen(a) . sen(b), desta forma temos que:

cos(10° + 50°) = cos(10°).cos(50°) — sen(10°) . sen(50°) =

cos 60° = 1.
2
Alternativa b.

11) (UNESP) Para todo x € IR, a expressao cos (g + x) —sen(m —

x) € equivalente a:

a) cos X b) zero C) — sen X — cos X d) 2 sen x e) -

2 sen x

Resolugao: primeiramente vamos utilizar as formulas do seno e

cosseno da soma.
T
COS(E + x) — sen(m — x)

Temos que:

T T T
cos (E + X) = cosi-cosx—senz-senx

cos (g+x)=0-cosx—1-senx

T
cos (E + X) = —Senx

Ainda,

sen (T — x) = senmwCcosx —sen x - COST
sen(m — x)=0-cosx + senx

sen(m — x)=0-cosx + senx

Assim temos que:



I
cos(E + x) — sen(m — x)

= —senx —senx = —2senx

Alternativa e.

12) Sendo sen x = % e0 <x <7, calcular:

a)sen 2x
b)cos 2x

Resolugao:
Temos que:

sen?x + cos’x =1

3 2
(—) +cos?x =1

5
> teostx=1
>c cos“x =
9
2 =1—-—
Ccos“ x >c
, 16
cos x—25
4
cosx—s.
a)

sen2x =2-senx-cosx

3 4

sen2x=2-§-§
24
seanzﬁ

b)cos 2x = cos? x — sen?x

cwze=() ()

16 9

costzﬁ—ﬁ

2

2x = —
COS 4Xx o5



11.2. Relat6rio Encontro 8

Relatério PROMAT
8° Encontro — 13/05/2023

No dia 13 de maio de 2023, as 8h, demos inicio ao oitavo encontro do
PROMAT, com 18 alunos presentes. Neste encontro trabalhamos as simetrias
no circulo trigonométrico, as reducdes ao primeiro quadrante, as transformacdes

trigonométricas, arco duplo e a relacdo fundamental da trigonometria.

Para trabalhar com as simetrias no circulo trigonométrico e as reducdes
do 2°, 3° e 4° quadrante, relembramos os arcos notaveis trabalhados nos
encontros passados. Em seguida deixamos os alunos realizarem as atividades
envolvendo as simetrias no quadrante, intercalando explicacdo e exemplos.
Assim conseguimos verificar se o0s alunos estavam acompanhando e
compreendendo o contetudo. Enquanto isso a professora rodava pela sala
auxiliando nas duvidas. Por fim chamamos os alunos no quadro para resolverem

os exemplos propostos.

Na sequéncia mostramos o0 seno da soma com o0 auxilio do circulo
trigonométrico (Figura 1) juntamente com os alunos, com o objetivo de fazer com

gue eles visualizem essa relacao.



Figura 51 Seno e Cosseno da soma e da diferenca de dois arcos.

Cosseno da soma

£0S(@+b) = cos(a):cos{h) ~ sen(al.sens

Fonte: Acervo das autoras (2023)

Apos o intervalo apresentamos 0 seno, cosseno e tangente de arcos
duplos, fazendo uma relagdo com soma de seno, cosseno e tangente de arcos
diferentes. Em seguida fizemos, juntamente com os alunos, um exemplo para
fixar essas relacoes.

A seguir mostramos a relacdo fundamental da trigonometria através do
triangulo retangulo no circulo trigonométrico. Deixamos uns minutos para 0s

alunos resolverem dois exercicios utilizando esta relacao.

Deixamos o restante da aula para os alunos resolverem a lista, enquanto

as professoras circulavam pela sala auxiliando nas questdes.

12. Encontro 9

12.1. Plano de Aula Encontro 9

Plano de Aula 9
20/05/2023

Conteudo

Trigonometria: Fun¢des Trigonométricas Seno, Cosseno e Tangente.



Publico-alvo
Alunos inscritos no projeto de ensino Promat.

Objetivo geral
Compreender os conceitos relacionados funcgdes trigonométricas e

resolver problemas que os envolvam operagdes entre fungdes.

Objetivos especificos

Ao se trabalhar com fungdes trigpnométricas, objetiva-se que o aluno

seja capaz de:

e Identificar os valores que as funcdes Seno, Cosseno e Tangente
assumem em cada um dos arcos notaveis, bem como analisar o sinal
correspondente a cada arco de acordo com a analogia dos
guadrantes;

e Conhecer e esbocar os graficos das fun¢cdes Seno, Cosseno e

Tangente.

Tempo de execucao

3 horas e 40 minutos.

Recursos didaticos

Laminas, quadro, giz, material impresso, projetor, dados.
Encaminhamento metodologico
1. Iniciaremos a aula retomando os conceitos de seno, cosseno e tangente
no circulo trigonométrico. Em seguida, apresentaremos as definicées de

funcdo cosseno, seno e tangente intercalando com exemplos; (90 min.)

Vamos Relembrar o Circulo Trigopnométrico?!



Figura 52 Circulo Trigonométrico

s
£ 2 g
3 ou
ﬁ ou 909 ou .71
4 60° 4
51 n
3 6
ou ou
150° 30°
/8 2
ou ou
180° 360°
n 1inm
6 6
ou ou
210° 57 330°
51
25 3 O T
oY 2 ou A
240° ou 300°
270°

Fonte 25 - Disponivel em: https://www.todamateria.com.br/funcoes-trigopnometricas/

As funcgdes trigopnométricas mais usuais sao a funcdo seno, a funcao

cosseno e a fungéo tangente. O estudo delas esta ligado ao ciclo trigopnomeétrico.

Figura 53 - Circulo Trigonométrico

B
>
>

r/
! SR j
1 tg x
sen x :
1
1

Oo—— |A i

Fonte 26 - Acervo das autoras
Funcéo Cosseno
A funcao cosseno é a funcao f: R — R, cuja lei de formacgao é f(x) = cos
(x). Como o cosseno de um angulo é sempre um namero entre -1 e 1, entéo, -1
<cos (x) £1.

e Dominio


https://www.todamateria.com.br/funcoes-trigonometricas/

O dominio da funcdo cosseno é o conjunto dos numeros reais, pois nao
existe nenhuma restricdo para o valor de x, em que x é o angulo em
radianos. Para todo numero real, € possivel encontrar o valor de cos(x),
entdo, Df = R.
e Imagem
Sabemos que o contradominio da funcdo cosseno é o conjunto dos
ndameros reais, entretanto, quando analisamos a imagem da funcéo, é
possivel perceber que ela € sempre um valor maior ou igual a -1 e menor
ou igual a 1, pois o ciclo trigpnométrico tem raio 1. Entdo, o maior valor que
a funcao cosseno pode assumir € 1, e, analogamente, 0 menor valor que
ela pode assumir € -1. Im = [-1, 1]
e Gréfico
O gréfico da fungéo cosseno esta contido entre asretasy = -l ey = 1.

Figura 54 - Grafico Cosseno

y = cos(X)

-360° -270° -180° -90° 90° 180° 270° 360°

Fonte 27 - Disponivel em: https://brasilescola.uol.com.br/matematica/funcoes-trigonometricas-1.htm

Fazendo a correspondéncia do valor do angulo com o valor da razao
trigopnométrica, é possivel perceber que o grafico possui um comportamento
ciclico, ou seja, o comportamento sempre se repete de forma periodica. O
grafico da funcéo cosseno é conhecido como cossenoide.

e Sinal


https://brasilescola.uol.com.br/matematica/funcoes-trigonometricas-1.htm

Figura 55 - Sinal Fung¢&o Cosseno

COs X/

m/2

3r/2

IV

Fonte 28 - Disponivel em:
https://brasilescola.uol.com.br/matematic

a/funcoes-trigonometricas-1.htm

e Periodo

Sabemos que, no ciclo trigopnométrico, o
cosseno possui valores positivos no |l e
IV quadrantes. O primeiro quadrante esta
entre 0° e 90°, e o0 quarto quadrante esta
entre 270° e 360°. Em radianos, a funcéo é
positiva para valores de x entre 0 e T1/2 e
entre 311/2 e 211.

A funcao cosseno possui valores negativos
no Il e lll quadrantes, ou seja, 0 angulo esta
entre 90° e 270°. Em radianos, para que a
funcdo cosseno seja negativa, x esta entre
/2 e 311/2.

O grafico da fungdo cosseno tem um periodo de 21. Analisando, é possivel

perceber que ele € uma repeticdo da porcao determinada pelos valores de x

tais que 0 < x < 211. Para valores anteriores ou posteriores a esse intervalo,

se repete.

e Arcos notaveis da funcdo cosseno

Figura 56 - Valores de Cosseno

i it it | 2n | 3n Su 7 | 5n | 4 | 3n | 5n n | 11in | .
X 0 T — 2n
64| 3 2 3 4 6 6 4 3 2 3 4 6
g 0° [30%|45° | 60° 907 | 120° [ 135° | 150% 180% | 210%|225°|240°|270° [ 300° | 315° | 330% | 360°
cos(x)| 1 fj \:" L 0 _1 Lz \_{ -1 \_; ‘LZ —1 0 = fﬁ ‘jj
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

Fonte 29 - Disponivel em: https://brasilescola.uol.com.br/matematica/funcoes-trigonometricas-1.htm

Exemplo 1

Esboce o grafico da fungédo y = 2cosx

X



https://brasilescola.uol.com.br/matematica/funcoes-trigonometricas-1.htm
https://brasilescola.uol.com.br/matematica/funcoes-trigonometricas-1.htm
https://brasilescola.uol.com.br/matematica/funcoes-trigonometricas-1.htm
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Figura 57 - Grafico Cosseno

Fonte 30 - Acervo das autoras

Funcéo Seno

A funcéao cosseno é a fungao f : R — R, cuja lei de formacéo é f(x) = sen (x).
Como o seno de um angulo, assim como 0 cosseno, € sempre um namero

entre 1 e -1, entdo, -1 <sen (x) < 1.

Dominio
O dominio da func&o seno € o conjunto dos nimeros reais. A funcao f(x) =
sen (x) esta definida para todos os numeros reais, entdo, Df = R.

Imagem



A imagem da funcdo seno possui valor maximo em f(x) = 1 e valor minimo
guando f(x) = -1. Entdo, a imagem da funcao é o intervalo real [-1, 1].

e Grafico
O grafico da funcao seno € limitado também pelas retas horizontaisy = -1 e
y = 1. O comportamento é parecido com o da funcéo seno periodico, tendo
intervalos crescentes e intervalos decrescentes. Veja a representacao

gréfica da fungc&o seno no plano cartesiano a seguir:

Figura 58 - Grafico Seno

360 270° 180°

Fonte 31 - Disponivel em: https://brasilescola.uol.com.br/matematica/funcoes-trigonometricas-1.htm

e Sinal
Figura 59 - Sinal Func&o Seno Diferentemente da funcdo cosseno, a
Sen X funcdo seno possui valores positivos nos
quadrantes | e Il, ou seja, para angulos entre
/2 0° e 180°. Em radianos, a funcdo é positiva
I | para valores entre 0 e TT.

A funcao seno possui valores negativos no I

- 0 e IV quadrantes, ou seja, 0 angulo esta entre
180° e 360°. Em radianos, para que a funcéo

seno seja negativa, x esta entre 1 e 21r.

1 vV
3r/2
Fonte 32 - Disponivel em:

https://brasilescola.uol.com.br/matematica/funcoes-
trigonometricas-1.htm



https://brasilescola.uol.com.br/matematica/funcoes-trigonometricas-1.htm
https://brasilescola.uol.com.br/matematica/funcoes-trigonometricas-1.htm
https://brasilescola.uol.com.br/matematica/funcoes-trigonometricas-1.htm

e Periodo

O grafico da fungdo seno tem um periodo de 21. Isso significa que,
posteriormente ou anteriormente ao intervalo de 0 a 21, o grafico é periodico,
ou seja, repete-se.

e Arcos notaveis da funcédo Seno
Figura 60 - Valores Seno
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2

Fonte 33 - Disponivel em: https://brasilescola.uol.com.br/matematica/funcoes-trigopnometricas-1.htm

Exemplo 2

Esboce o grafico da fungcdo y = 2senx

, . . 3
Para esbocar o grafico basta atribuirmos ao arco x os valores 0, % n,7" e2me

calculamos os valores respectivamente de y.

Grafico da funcao seno

X Y

0
T 2
2
T 0
3 -
2
2T 0

<
N!r\.:


https://brasilescola.uol.com.br/matematica/funcoes-trigonometricas-1.htm

Figura 61 - Grafico Seno

Fonte 34 - Disponivel em: https://www.gconcursos.com/guestoes-de-vestibular/questoes/a8187d0b-b6

Sabemos que cos x = sen G - x); entdo o grafico y = cos x é grafico da funcao

= T_
y =sem (2 x).
Funcéo Tangente

Sabemos que a tangente € a razao entre 0 seno e o cosseno. Diferentemente
das duas fungdes trigopnométricas anteriores, a fungcédo tangente nao possui
valor de maximo nem valor de minimo. Além disso, existem restrices para
o0 dominio, mas a lei de formacéao da funcao tangente é f(x) = tan(x).
e Dominio

A funcao tangente possui restricdes para o seu dominio, como ela é formada
pela razdo entre o seno e 0 cosseno, Nndo existem valores para tangente
guando cos(x) = 0. Pesando no ciclo trigonométrico de 0° a 360°, a funcao
tangente ndo esta definida para os angulos de 90° e 270°, pois sdo os valores
em gue o cosseno € igual a 0. Quando ha angulos maiores que uma volta
completa, todos aqueles em que o valor de cosseno € 0 ndo fazem parte do

dominio da funcéo cosseno.
T

D={x € [R{Ix;tz

+ km, k € Z}

e Imagem
Diferentemente da funcdo seno e da fung¢édo cosseno, a imagem da funcao
tangente € o conjunto dos numeros reais, ou seja, ela ndo € limitada e nao

possui valor de maximo nem de minimo. Im =R


https://www.qconcursos.com/questoes-de-vestibular/questoes/a8187d0b-b6

e Gréfico
A funcéo tangente também é periddica como as fungdes seno e cosseno,

ou seja, ela sempre se repete. Quando comparamos:

Figura 62 - Grafico Tangente

y = tan(x)
. Ay

e e B o =
S . -
e = e e
3 et :

1 /

77 !
EERE SR
3 1
5
PR N W .-
-21n —37" -Tt -3 0 tz—t 14 3?" 2n

360 270° 180 20 90 18 270 360°

Fonte 35 - Disponivel em: https://brasilescola.uol.com.br/matematica/funcoes-trigopnometricas-1.htm

e Sinal
Figura 63 - Sinal Funcéo Tangente ~ A funcdo tangente possui valor positivo
tg/ X/ para os quadrantes impares, ou seja, | e lll
guadrantes. Para angulos entre 0° e 90° e
/2 angulos entre 180° e 270°, a fungcdo possui
valores positivos. Em radianos, o valor de x
tem que estar entre 0 e /2 ou ™ e 317/2.

Arcos notaveis na fungao tangente

i IV
37/2

Fonte 36 - Disponivel em:
https://brasilescola.uol.com.br/matematica/funcoes-trigonometricas-
1.htm

e Periodo
O periodo da fungéo tangente também é diferente das funcdes seno e

cosseno. O periodo da fungao tangente € Tr.


https://brasilescola.uol.com.br/matematica/funcoes-trigonometricas-1.htm
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e Arcos notaveis da funcdo tangente

Figura 64 - Valores Tangente

mo| | n n 2t | 3n | 5u T 4it 30 5n | 7m | 11m | .
X 0 w —_— 2n
6 43|23 4 6 6 3 2 3 4 6
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Fonte 37 - Disponivel em: https://brasilescola.uol.com.br/matematica/funcoes-

trigonometricas-1.htm

A cada namero real x podemos associar um Unico sen x, um Unico cos x,

e obedecida essa condi¢do de existéncia uma Unica tangente tg x. Constatamos

essas afirmacdes observando a circunferéncia trigpnométrica.

Esses fatos permitem definir as seguintes fungdes:

e f(x) = senx

Sendo o dominio D(f) e aimagem I(f) dados por: D(f) = R e Im = [-1,1]

e g(x) = cosx

Sendo o dominio D(g) e imagem Im(f) dados por D(g) = R e Im(g) = [-1,1]

e H(x) = tgx

Sendo o dominio D(H) e imagem Im(h) dados por: D(h) = {x Ex¢§+

km,comk € R.

Em seguida mostraremos como se comporta o gréafico da funcéo seno

Figura 65 - Exemplo Fung&o Trigonométrica

Fonte 38 - Acervo das autoras

Como podemos observar o grafico € obtido repetindo-se infinitamente a parte

correspondente aos valores de x do intervalo [0,27]

repeticdes dizemos que a fungao é periddica e seu periodo é 2.

Por causa dessas



https://brasilescola.uol.com.br/matematica/funcoes-trigonometricas-1.htm
https://brasilescola.uol.com.br/matematica/funcoes-trigonometricas-1.htm

Figura 66 - Exemplo Funcao Trigonomeétrica

Fonte 39 - Acervo das autoras

2. Solicitaremos aos alunos para que iniciem a realizacdo da lista de
exercicios; (20 min.)
Intervalo (20min)

4. ApoOs o intervalo deixaremos que os alunos realizem os exercicios; (40
min.)

5. Para finalizar a aula faremos a correcdo dos exercicios no quadro. (40

min.)

Avaliacao

A avalicdo sera feita em todo momento da aula, os seguintes pontos sao
considerados: participacdo nas atividades e nas corre¢cdes dos problemas,
comunicacdo do aluno com os demais colegas e por fim a resolucdo dos

exercicios propostos.
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OLIVEIRA, Raul Rodrigues de. Func¢des Trigonométricas. Brasil Escola.
Disponivel em: https://brasilescola.uol.com.br/matematica/funcoes-
trigonometricas-1.htm Acesso em: 18 de maio, 20 h.

Anexo 1
9° Encontro

Conteudo: Trigonometria: Funcbes Trigonométricas Seno, Cosseno e
Tangente.
Data: 20/05/2023

1. Em cada item esboce o grafico, indique a imagem, dominio e periodo para
cada fungéo:
A) y = sen(x)

1

sen(z)

—1"

B) y = cos(x)
e

0 |cos(z) m

s

C) y=cos(x)+1
=t

N~
P

0 T 7T

D) y = sen(2x)



https://brasilescola.uol.com.br/matematica/funcoes-trigonometricas-1.htm
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ANAAAN

F) yzzgps(\%o /\
f.:;ﬁ 7 )
G) y = —cos(x)



2. Dada a funcgao f(x) = sen x + 3, o valor numérico da func¢do para x = 311/2 é:
A) 0.
B) 1.
C) 2.
D) 3.
E) 4.

fix)=senx+3

3 3
f(?) =sen - +3

3T
f(?) =—1+3

3. Conhecendo a funcgéo f(x) = 4 cos (2x) + 1, podemos afirmar que a imagem
da funcao é igual a:

A)[-2,2].

B) [- 3, 5].

C)[-1,1]

D) [-4,8].

E) ] -, o0['

Alternativa B.
Sabemos que o maior valor de cosseno € 1 e 0 menor € -1, entdo:
Limite superior do intervalo:

Seja cos (2x) = 1:

f(x)=4-1+1
f(x)=4+1
f(x) = 5

Limite inferior do intervalo:

21



cos(2x) = -1:
fx)=4-(-1)+1
fx)=—4+1
f(x) = -3

A imagem da funcéo é o intervalo [- 3, 5].

4. Analise o gréafico da fungéo trigonométrica a seguir:

\

|

|

|

|

|

|

|

| )
]

A lei de formacao que descreve a funcdo demonstrada no grafico é:
A) f(x) = sen (x).

B) f(x) = cos (X).

C) f(x) = sen (2x).

D) f(x) = cos (2x).

E) f(x) = 2tg(x).

Alternativa C.

Analisando o grafico, sabemos que 0 seu comportamento € senoide, pois ele
passa pelo ponto (0,0) e sen(0) = 0.

Note também que, quando x = 11/4, f(x) = 1.

Seja f(x) = sen(ax), encontraremos o valor de a, lembrando que o angulo cujo
sen(x) = 1 é o angulo 1/2:


https://brasilescola.uol.com.br/matematica/angulos.htm

1 =s5en(—
()
E_a?'

2 4
47 = 2am
4 =23
42

5 =

a=2

Entéo, a funcao é f(x) = sen(2x).

5. Dada a func¢éao f(x) = sen?(x) + 2cos(x), o valor numeérico da funcdo para x =
/4 é:

A) 0,5 + V2.

B) 1+ 2.

C) 4.

D) 4 — 2.

E) 0,5 + 3.

Alternativa A.

Substituindo o valor de x pelo valor dado, temos que:

() = ser () +2c05 ()

o~ (V2T VB
Wz=(iq'*“?

i“(I =E+ 2



6. Analise o grafico da funcao trigopnométrica a seguir:

A lei de formacao que descreve essa funcao é:
A) f(x) = sen (2x).

B) f(x) = cos (2x).

C) f(x) = 2sen (x).

D) f(x) = 2cos (x).

E) f(x) = 2tg(x).

Alternativa D.

Note que o maximo e o minimo da funcéo sédo 2 e -2. Perceba que a funcao
passa pelo ponto (0,2). Para que isso aconteca, essa funcao tem que ser uma
funcdo cosseno multiplicada por 2, pois, se fosse a funcdo seno, o grafico
passaria pelo ponto (0,0).

Perceba, por fim, que 11/2 é zero da fungdo e sabemos que cos (11/2) = 0.

Entdo, a funcao é f(x) = 2cos(x).

7. (UERJ ) O grafico a seqguir representa a fungéo periodica definida por f(x) =

2sen(x), x € R. No intervalo ES?”] A e B sdo pontos do grafico nos quais f (g) =

5 ~ - ~
f (7”) séo valores maximos dessa fungéao.
Ys




A é&rea do retangulo ABCD é:

A.

61

B. 51
C.
D. 3m

a1

A area do retangulo é base x altura, assim

5
Base > = —-Z="=2n
2 2 2

Altura > f (g) = 2.sen (g) =2

Area = Base . Altura = 41

8. (UEFS - Adaptada) Setg(x —y)+2x=5-2yetg(y—x)+y=7—X, entdo o
valorde x+yé

moow
A O~NO O1

Note que tg(x-y) = - tg(y-x), assim podemos fazer
tglx—y)=5—-2y—2x e tgly—x)=7—-x—y
Logo5-2y—-2x=—(7—x—Yy)
5-2y—-2x=-7+x+y

—3y—3x=-12
-3y +x)=-12
y+x=4
9. (Uel) A expresséao cos[%ﬂ + x] é equivalente a
-sen X
-COS X
sen X.cos X
COS X
sen X

moow

Relembrando que cosseno da soma € cos(a + b) = cos(a) cos(b) —

sen(a)sen(b), assim temos:

cos (3; + x) = cos (%T) cos(x) — sen (3;) sen(x)

cos (3; + x) = 0.cos(x) — (—1)sen(x)

3n
cos (7 + x) = sen(x)



10. (Enem 2015) Segundo o Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE),
produtos sazonais sé&o aqueles que apresentam ciclos bem definidos de
producdo, consumo e pre¢o. Resumidamente, existem épocas do ano em que a

7

sua disponibilidade nos mercados varejistas ora é escassa, com pregos
elevados, ora é abundante, com precos mais baixos, 0 que ocorre no més de
producdo méaxima da safra.

A partir de uma série historica, observou-se que o preco P, em reais, do
quilograma de um certo produto sazonal pode ser descrito pela funcao

P(x) = 8 + 5cos (%}

onde x representa o0 més do ano, sendo x = 1 associado ao més de janeiro, X =
2 ao més de fevereiro, e assim sucessivamente, até x = 12 associado ao més de
dezembro.

Na safra, 0 més de producdo maxima desse produto é:

A) janeiro.

B) abril.

C) junho.

D) julho.

E) outubro.

Alternativa D.

A safra tem seu valor maximo quando o preco € o minimo possivel. Para isso, 0
menor valor que 0 cosseno pode assumir é -1, entao:

cos [ X —T) - _1
5 _



11. (ENEM 2018) Em 2014 foi inaugurada a maior roda-gigante do mundo, a
High Roller, situada em Las Vegas. A figura representa um esboc¢o dessa roda-
gigante, no qual o ponto A representa uma de suas cadeiras:

L

—

Sk Solo

A partir da posicéo indicada, em que o segmento OA se encontra paralelo ao
plano do solo, rotaciona-se a High Roller no sentido anti-horario, em torno do
ponto O. Sejam t o0 angulo determinado pelo segmento OA em relacdo a sua
posicédo inicial, e f a funcédo que descreve a altura do ponto A, em relacdo ao
solo, em funcédo de t. Apos duas voltas completas, f tem o seguinte gréfico:

# Fimeatro)
168 | — =
£ FAA
o 1
j 1 1 I|I I'l
B i o
I 5 | i .'I:
: I'. |II II'. [
1 III' IIIl I', _.'I i
: \/ w1
0| mz = dn | (radians)

A expressao da funcao altura é dada por:
a) f(t) = 80 sen(t) + 88

b) f(t) = 80 cos(t) + 88

c) f(t) = 88 cos(t) + 168

d) f(t) = 168 sen(t) + 88 cos(t)

e) f(t) = 88 sen(t) + 168 cos(t)

Observe que no ponto inicial quando o Angulo é zero temos a altura igual a 88
metros, assim ficamos com as seguintes opcoes:

168sen(t) + 88.cos(t) = 88
Ou
80sen(t) + 88 = 88

Entretanto quando o angulo é m, temos:

sen(m) =0 e cos(m)=-1



Note que quando temos o angulo 7, a altura é 88, assim analisando as funcdes
teremos:

168.0 +88.(—1) = —88
Ou

80.0 +88 =288
Concluimos assim que a lei de formacéao e

f(t) = 80sen(t) + 88
12.2. Relatério Encontro 9

Relatério PROMAT

9° Encontro — 20/05/2023

No dia 20 de maio de 2023, as 8h, demos inicio ao nono
encontro do PROMAT, com 15 alunos presentes. Neste encontro

trabalhamos com Funcgbes Trigonométricas Seno, Cosseno e Tangente.
Iniciamos relembrando o circulo trigonométrico bem como os quadrantes e 0s
valores em graus e radianos. Buscamos também relembrar o que é uma funcéo
para sO entdo definirmos funcéo trigopnométrica. Abordamos o dominio e a
imagem de uma funcéo, e sua lei de formacéo. Definimos a funcdo cosseno,
abordamos o gréafico, dominio e imagem. Os alunos necessitavam que
constantemente relembrassemos outros contetdos para que compreendessem
0 assunto. Termos como imagem, contradominio e dominio eram desconhecidos

para alguns alunos.

Ainda sobre funcdo cosseno, abordamos o periodo ressaltando sua
utilidade no momento de construir o grafico. Em seguida exploramos a tabela de
arcos notaveis da funcdo cosseno. Relembramos o sinal da funcdo e
ressaltamos a importancia do periodo dela. Construimos o exemplo 2 cos(x),
depois entregamos a lista e solicitamos que realizassem as letras b, ¢, f, g da
primeira questdo. Realizamos o mesmo para funcdo seno, e em seguida

solicitamos que concluissem a primeira atividade da lista. Liberamos todos para



o intervalo, e no retorno corrigimos as questbes realizadas anteriormente,

utilizamos o GeoGebra para melhor ilustrar os graficos.

Figura 67 Funcao no Geogebra

Iniciamos a func¢ado tangente, mostramos sua lei de formacédo bem como
seu dominio e imagem. Os alunos quase nao interagiram durante a explicacao,
e um grupo se mostrou mais disperso durante a aula. Durante a explicacdo da
funcdo tangente, um aluno questionou novamente a respeito dos pontos nos
guais a funcéo nao esta definida. Ele confundiu o fato de néo existir e o fato de

ser zero. Buscamos respondé-lo e sanar suas davidas.

Na sequéncia solicitamos que se dedicassem em resolver 0s exercicios
da lista. Caminhamos entre os grupos buscando auxilia-los sempre que
necessario. Depois de 40 min iniciamos a correcdo no quadro. Um grupo se
mostrou disperso durante a correcéo continuando focado na resolucao da lista e
nao acompanhando a conferéncia no quadro. A correcéo foi até o exercicio 8 e

0s demais combinamos de encaminhar através do grupo.

13. Encontro 10

13.1. Plano de Aula Encontro 10

Plano de Aula 10
27/05/2023



Conteudo
Tratamento da Informacé&o: Estatistica, gréficos e tabelas.

Publico-alvo

Alunos inscritos no projeto de ensino Promat.

Objetivo geral
Preparar o aluno para questées do Enem e Vestibulares envolvendo os
conceitos de Estatistica, graficos e tabelas.

Objetivos especificos
Ao se trabalhar com estatistica, graficos e tabelas, objetiva-se que o
aluno seja capaz de:
e Reconhecer diferentes tipos de graficos;
e Compreender a definicdo da média, mediana e moda;
e Efetuar calculos a partir de um banco de dados;

e Compreender as variacdes de graficos e ter uma ideia de como construir.

Tempo de execucao

3 horas e 40 minutos.

Recursos didaticos

Laminas, quadro, giz, material impresso, projetor.

Encaminhamento metodoldgico

Iniciaremos a aula apresentando a definicdo de Estatistica e algumas

nocdes de como organizar e analisar uma tabela ou grafico.

ESTATISTICA
A Estatistica trata do conjunto de métodos utilizados para a obtencao de
dados, sua organizacdo em tabelas e graficos e a analise desses dados.

Alguns exemplos sao:




e Projecdes sobre o nUmero de habitantes em certo ano;
e Pesquisas para determinar a intencéo de votos numa eleicao;

e Calcular a taxa de desemprego em alguma capital do Brasil.

POPULACAO ESTATISTICA

Quando é feita uma coleta de dados sobre determinado assunto, chama-
se populacdo estatistica o conjunto formado por todos os elementos que
possam oferecer dados pertinentes ao assunto em questao.

Exemplo:

1. O governo encomenda ao IBGE uma pesquisa para conhecer o salario médio
dos brasileiros.

2. Um partido politico quer conhecer a tendéncia do eleitorado quanto a
preferéncia entre dois candidatos a presidéncia da Republica do Brasil.

AMOSTRA

Quando a populacéo estatistica € muito vasta ou quando nao é possivel
coletar dados de todos os seus elementos, retira-se desse universo um

subconjunto, chamado de amostra, e os dados séo coletados nessa amostra.

DISTRIBUICAO DE FREQUENCIA

A Frequéncia Absoluta (F;) do valor de xi € o nUmero de vezes que a
variavel estatistica assume o valor de xi. Enquanto na Frequéncia Absoluta
Acumulada (F. acum.) os valores sdo obtidos adicionando a cada frequéncia
absoluta os valores das frequéncias anteriores.

Veja o quadro abaixo que nos mostra as notas da prova de matematica

dos alunos de uma certa turma:




Figura 68: Notas dos alunos de uma turma

Disciplina Matematica Turma 82 A

Nimero|1 |2 |3 [4|5(6(7(8]|9]|10(11|12(13]|14(15|16|17(18|19/|20|21|22|23|24|25

Nota 501(4,0(6,0(8,0(3,0(50(7,0(6,0]80(4,0(6,0(9,0{7,0(50(7,0{50(6,0/80(7,0(9,0(4,0(6,0(6,0{8,0{7,0

Fonte: (BONJORNO, 2002)

A Figura 2 nos mostra a frequéncia absoluta e a frequéncia absoluta
acumulada dos dados da tabela acima:

Figura 69: Frequéncia absoluta e a frequéncia absoluta acumulada

X, F, F. acum.
0 0 0
1,0 0 0
2,0 0 0
3,0 1 1
4,0 3 1+3=4
5,0 4 4+4=8
6,0 6 8+6=14
7,0 5 14+5=19
8,0 4 19+4=23
9,0 2 23+2=25
10,0 0 25
N =25

Fonte: (BONJORNO, 2002)

PROBLEMA 1. Um dado foi jogado 20 vezes, sendo obtidos os
seguintes pontos:
1,5,6,5,2,2,2,4,6,5,
2,3,3,1,6,6,5/5,4,2

Elabore um quadro com distribuicdo de frequéncias absolutas e

frequéncias absolutas acumuladas.




Xi Fi F. acum

11
16
20

Tl n) | L3 R —
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REPRESENTACAO GRAFICA DA DISTRIBUICAO DE FREQUENCIA

Na estatistica encontramos diversos tipos de graficos que nos auxiliam
a visualizar os dados estatisticos e compreender seu comportamento.
Destacamos 0s que mais encontramos em noticias e pesquisas. Sao eles os
gréficos de linha, de barras verticais e horizontais, o grafico de setores e o

histograma.

Grafico de linha
Figura 70: Gréfico de Linha

CASOS DE MENINGITE NO ESTADO
85 mortes ja foram confirmadas neste ano

Registros == Mortes

12.318
9.447
8.144
1.063*
1,045 578 627
o — O, 85*
2004 05 06 07 08 09 10 2011*
A DOENCA VACINAS**
E causada por diferentes > BCG
agentes infecciosos > Tetravalente
> Pneumocdcica conjugada
SINTOMAS 10-valente
> Febre > Meningocdcica
> Dor de cabeca conjugada sorogrupo C
> Rigidez de nuca
> Vémito
até 5deabril ** disponiveis narede piblica
Fontes: CVE (Centro de Vigilancia do Estado) e Ministério da Satde
Fonte:

https://www1.folha.uol.com.br/paywall/login.shtml?https://www1.folha.uol.com.br/cotidiano/2011

/04/904071-casos-de-meningite-preocupam-cidades-do-interior-de-sao-paulo.shtml



https://www1.folha.uol.com.br/paywall/login.shtml?https://www1.folha.uol.com.br/cotidiano/2011/04/904071-casos-de-meningite-preocupam-cidades-do-interior-de-sao-paulo.shtml
https://www1.folha.uol.com.br/paywall/login.shtml?https://www1.folha.uol.com.br/cotidiano/2011/04/904071-casos-de-meningite-preocupam-cidades-do-interior-de-sao-paulo.shtml

Graficos de barras verticais

Figura 71: Gréfico de barras verticais

Taxa de analfabetismo das pessoas de 15 anos ou mais de
idade, segundo as Grandes Regides (%)

148
85
7,2
57
3'8 |

36
Brasil Norte Nordeste Sudeste Sul Centro-Oeste

11,8 milhdes

Foote: IBGE. Dwetora oo Pesquaas. Coxdonagso de Trataino ¢ Rendmento, Pesquiss Naconal por Amostra de Domclios Continug - 2016
Fonte: https://rapaduranews.com.br/index.php?total=2017/12/taxa-de-analfabetismo-do-

piaui-e.html

Gréficos de barras horizontais

Figura 72: Grafico de barras horizontais

Qual das opgdes abaixo vocé considera ser a principal origem de seu consumo de noticias online?
Margem de erro da pergunta: +2,0 p.p./-1,8 p.p.

Diretamente em redes sociais ou aplicativos de mensagem
Via pesquisa em mecanismas de busca (Google, Yahoo etc.)
Diretamente em sites de veiculos tradicionais de imprensa
Via links em redes sociais que levam para sites de noticia
Via agregadores de conteldo (Reddit, Flipboard etc.)

Diretamente em sites de veiculos alternativos de imprensa

0% 75 5 22,5 30 37,5%

Fonte: Pesquisa Aos Fatos
Nota: Considera alvo de 805 respondentes em pesquisa realizada pela Internet

Fonte: https://www.aosfatos.org/noticias/11-graficos-que-mostram-como-as-pessoas-

consomem-noticia-na-internet/



https://rapaduranews.com.br/index.php?total=2017/12/taxa-de-analfabetismo-do-piaui-e.html
https://rapaduranews.com.br/index.php?total=2017/12/taxa-de-analfabetismo-do-piaui-e.html
https://www.aosfatos.org/noticias/11-graficos-que-mostram-como-as-pessoas-consomem-noticia-na-internet/
https://www.aosfatos.org/noticias/11-graficos-que-mostram-como-as-pessoas-consomem-noticia-na-internet/

Grafico de setores

Figura 73: Gréfico de setores

Motivacao dos crimes de feminicidio no DF

Informacao foi registrada em boletins de ocorréncia da Policia Civil

@ Citme/moravam juntos: 53 @ Ciume/estavam separados: 29
@ Briga por ponto de venda: 3 Droga:7 @ Financeiro:4
@ Maus-tratos/omissao de socorro: 4

Fonte: PCDF

Fonte: http://www.justicadesaia.com.br/feminicidio-entenda-como-funciona-investigacao-

sobre-mortes-de-mulheres-no-df/

Histograma de frequéncia

Figura 74: Histograma

GRAFICO 2
Proporcio de obitos de mulheres por agressdes segundo a faixa etaria da vitima - Brasil

(2011-2013)
B

Menos de Det0a De20a De30a Dedda DeS0a De 60 a A partir &¢
10 anos 19 an0s 29 anos 39 anos 43 anon 59 anos 69 anos 70 anos
NS

oo G wbote

Fonte: https://brasildebate.com.br/por-dia-16-mulheres-morrem-por-agressao-fisica-

no-brasil/

(35 min)



http://www.justicadesaia.com.br/feminicidio-entenda-como-funciona-investigacao-sobre-mortes-de-mulheres-no-df/
http://www.justicadesaia.com.br/feminicidio-entenda-como-funciona-investigacao-sobre-mortes-de-mulheres-no-df/
https://brasildebate.com.br/por-dia-16-mulheres-morrem-por-agressao-fisica-no-brasil/
https://brasildebate.com.br/por-dia-16-mulheres-morrem-por-agressao-fisica-no-brasil/

Em seguida deixaremos um tempo para os alunos resolverem o seguinte

exemplo

Problema 2: (Enem 2020) Os graficos representam a producdo de
pecas em uma industria e as horas trabalhadas dos funcionarios no periodo de
cinco dias. Em cada dia, o gerente de producé&o aplica uma metodologia diferente
de trabalho. Seu objetivo é avaliar a metodologia mais eficiente para utiliza-la
como modelo nos proximos periodos. Sabe-se que, neste caso, quanto maior for
a razao entre o numero de pecas produzidas e o niumero de horas trabalhadas,
maior serd a eficiéncia da metodologia.

Pecas produzidas
2000 A 1800

1500 - e

1000 1100

1000 4 800

500 +

Dia1 Dia 2 Dia3 Dia 4 Dia 5

Horas trabalhadas

0+ T T T T 1
Dia 1 Dia 2 Dia 3 Diad Dia 5

Em qual dia foi aplicada a metodologia mais eficiente?
a)l b) 2 c)3 d 4 e)5
Vamos calcular a razao entre o numero de pecas produzidas e o nimero

de horas trabalhadas para cada dia.

Dia 1: % =200

1000_
00

1100

Dia 3: T =220

Dia 2: 125

1800

Dia 4: T =200

1400 _ 449

10

Dia 5




Assim concluimos que metodologia mais eficiente foi a do dia 3. Letra c).

(5min)
Apébs a correcao do Problema 2, iremos trabalhar com as medidas
estatisticas, classificadas em medidas de posi¢cdo e medidas de dispersao.

MEDIDAS ESTATISTICAS

Para avaliar os dados estatisticos usamos alguns parametros, como as
medidas estatisticas, classificadas como medidas de posicdo e medidas de
disperséo.

Medidas de Posicao

As medidas de posicdo mostram o posicionamento dos elementos de
uma amostra de numeros quando esta é disposta em rol. Algumas dessas
medidas sao:

Média Aritmética (x)

A média aritmética de um conjunto de numeros € obtida ao somar todos

esses numeros e dividir esse resultado pela quantidade de nimeros somados.

x1+x2+"'+xn

i =
n
Moda
Em uma amostra cujas frequéncias dos elementos nédo séo todas iguais,
chama-se moda, e se indica por Mo, todo elemento de maior frequéncia possivel.
Exemplo:

Na amostra 3, 4,7, 3,7,9, 7temos que aMo é 7.

Mediana
Consideramos n nameros dispostos em rol: X1, X2, ..., Xn.
e Sendo n impar, chama-se mediana (Md) o termo central desse rol.
e Sendo n par, chama-se mediana (Md) a média aritmética entre os termos

centrais desse rol.

Exemplos:
1. 145, 234, 356, 123, 97.
Rol: 97, 123, 145, 234, 356. Md = 145




2. 10, 24, 34, 67, 37, 12.
Rol: 10, 12, 24, 34, 37, 67.

24+34 _ 58

Md = — =29

2 2

Medidas de dispersao
As medidas de dispersdo indicam o quanto os elementos de uma
amostra estao afastados da média aritmética.

Variancia (a?)
Chama-se variancia a média aritmética entre os quadrados dos desvios
dos elementos de uma amostra, isto é:
Gy =22+ (o — X)? + -+ + (x — 0)*
n

0% =

Desvio Padrao (o)

E definido como a raiz quadrada da variancia.

(30 min)
Para fixar os conhecimentos deixaremos dois problemas envolvendo as
medidas estatisticas e em seguida corrigiremos juntamente com os alunos no

guadro.

Problema 3: O grafico ao lado mostra a distribuicdo de frequéncia das
notas obtidas pelos alunos da 22 série do ensino médio numa prova de Educacao
Fisica.

|
Freqliéncia
(ndmero

de
alunos)

0f--===m o mm e

D= e ———ny

[

>

0 4 5 6 7 8 9 10 Nota




Determine:

a) A nota média desses alunos;
b) A mediana dessa distribuicao;
C) A moda dessa distribuicéo.

Problema 4: (Enem 2010) Marco e Paulo foram classificados em um
concurso. Para classificacdo no concurso, o candidato deveria obter média
aritmética na pontuacéo igual ou superior a 14. Em caso de empate na média, o
desempate seria em favor da pontuacdo mais regular. No quadro a seguir séo
apresentados os pontos obtidos nas provas de Matematica, Portugués e
Conhecimentos Gerais, a média, a mediana e o desvio-padrao dos dois

candidatos.

Dados dos candidatos no concurso:

Matematica|Portugués| Conhecimentos |Média|Mediana| Desvio
Gerais Padrao
Marco 14 15 16 15 15 0,32
Paulo 8 19 18 15 18 4,97

O candidato com pontuacdo mais regular, portanto mais bem

classificado no concurso, é

A) Marco, pois a média e a mediana sao iguais.

B) Marco, pois obteve o menor desvio-padrao.

C) Paulo, pois obteve a maior pontuacéo da tabela, 19 em portugués.
D) Paulo, pois obteve a maior mediana.

E) Paulo, pois obteve o maior desvio-padrao.

Alternativa B
Note que eles possuem a mesma média, entdo olharemos para o desvio-
padrdo. O candidato que possui menor desvio-padréo € o mais regular; no caso,

Marco.

(15min)

Intervalo (35min)




Ao retornar do intervalo deixaremos os alunos colocarem em pratica
seus conhecimentos obtidos durante a aula com um jogo chamado 3Ms (Figura
8), criado pelo professor Dr. José Marcos Lopes da Universidade Estadual
Paulista — UNESP.

Figura 75: Jogo 3Ms
MATERIAL

O jogo uriliza 36 cartas de um baralho comum numeradas de 2 a 10, com 4 cartas de cada nimero ¢ uma folha de papel

para anotagdes das jogadas. Para este jogo utilizamos apenas o ndmero da carta e nio o naipe.

Objetivo do jogo: obter o maior ndmero de pontos apos trés rodadas do jogo. As pontuagdes serio obtidas em fungio
dos maiores valores de uma das medidas de posicao, dentre a Média, a Mediana ou a Moda. Em cada rodada um dos
jogadores escolhe qual dessas medidas de posigio sera utilizada.

Regras do jogo:

(i)  pode ser jogado por dois, trés ou quatro jogadores. Cada partida consiste de trés rodadas. Para cada rodada
serio distribuidas no sentido anti-hordrio 5 (cinco) cartas para cada jogador. A partir dessas cartas cada jo-
gador ird calcular a Média, a Mediana e a Moda referente aos numeros das cinco cartas. Os valores da Média,
da Mediana ¢ da Moda correspondem s pontuacoes do jogador naquela rodada;

(ii)  arodada se inicia com o primeiro jogador que recebeu as cartas. Em cada rodada o jogador tem a opgao de
comprar at¢ duas cartas, uma de cada vez, do mago ou dentre aquelas ja descartadas na mesa, porém tera que

descartar uma carta para cada comprada;

(iii)  depois de realizada a operagio de compra de cartas, cada jogador retira uma carta do mago, aquele que reti-
rou a maior carta escolhe a medida de posigao para a pontuagio daquela rodada. Caso ocorram empates a
operagio € repetida dentre aqueles que empataram até que se defina quem vai escolher a medida de posigao;

(iv)  para finalizar a rodada todos expdem as § cartas sobre a mesa com os valores calculados e anotados em uma
folha de papel para as trés medidas de posi¢ao: média, mediana e moda. Sera desclassificado daquela rodada
o jogador que calculou de maneira incorreta o valor de alguma das medidas de posicao;

(v)  apos arealizacio de cada rodada os jogadores serdo classificados em primeire, segundo, terceiro e quarto lu-
gar. O jogador que obteve o maior valor para a medida de posigio ¢ classificado em primeiro lugar, o que ob-
teve o segundo maior valor em segundo lugar e assim sucessivamente. O primeiro colocado recebe 3 pontos,
o segundo 2 pontos, o terceiro 1 ponto e o quarto colocado nao recebe pontuagio. Caso ocorram empates
cada jogador receberd a pontuagio correspondente 3 sua classificagio. Apos a realizagio da terceira rodada,

os pontos obtidos em cada rodada seriao somados, e vence o jogo aquele jogador que obteve o maior valor.

Fonte: https://docplayer.com.br/26331337-0O-ensino-dos-conceitos-de-media-

mediana-e-moda-atraves-de-um-jogo-de-cartas.html

Avaliacao
A avalicdo sera feita em todo momento da aula, os seguintes pontos sao

considerados: participacdo nas atividades e nas corre¢cbes dos problemas,


https://docplayer.com.br/26331337-O-ensino-dos-conceitos-de-media-mediana-e-moda-atraves-de-um-jogo-de-cartas.html
https://docplayer.com.br/26331337-O-ensino-dos-conceitos-de-media-mediana-e-moda-atraves-de-um-jogo-de-cartas.html

comunicacdo do aluno com os demais colegas e por fim a resolugdo dos

exercicios propostos.
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ANEXO

Lista de exercicios:
1) (Enem 2019) O quadro apresenta a quantidade de um tipo de pao vendido em
uma semana em uma padaria.

Dia da semana Numero de paes vendidos

Domingo 250
Segunda-feira 208
Terca-feira 215
Quarta-feira 251
Quinta-feira 187
Sexta-feira 187
Sabado 186

O dono da padaria decidiu que, na semana seguinte, a producao diaria desse
tipo de pao seria igual ao numero de paes vendidos no dia da semana em que
tal quantidade foi a mais proxima da média das quantidades vendidas na
semana.

O dia da semana utilizado como referéncia para a quantidade de paes a serem
produzidos diariamente foi

A) domingo. B) segunda-feira. C) terca-feira. D) quarta-feira. E) sdbado.
Resolucao:

Calculando a média, temos que:

% = 250+208+2'|5+25'1+'|8?+'1E!?+'186 1484_212
7 7

O valor mais proximo de 212 é encontrado na terca-feira, de 215 paes.

Alternativa C

2) (Enem 2019) Em uma fébrica de refrigerantes, é necessario que se faca
periodicamente o controle no processo de engarrafamento para evitar que sejam
envasadas garrafas fora da especificacdo do volume escrito no
rétulo. Diariamente, durante 60 dias, foram anotadas as quantidades de garrafas
fora dessas especificacdes. O resultado esta apresentado no quadro.


https://brasilescola.uol.com.br/matematica/media-aritmetica.htm

Quantidade de garrafas fora das Quantidade
especificagoes por dia de dias
0 52
1 5
2 2
3 1

A média diaria de garrafas fora das especificacdes no periodo considerado é
A) 0,1. B) 0,2. C) 1,5. D) 2,0. E) 3,0.

Resolucao

Calculando a média, temos que:

_ 52.0+5.1+22+13 0+5+4+3 12

. 60 60 =50 02

3) (UFT-TO) A nota final para uma disciplina de uma instituicdo de ensino superior é a
média ponderada das notas A, B e C, cujos pesos séo 1, 2 e 3, respectivamente. Paulo
obteve A = 3,0 e B = 6,0. Quanto ele deve obter em C para que sua nota final seja 6,0?
A) 7,0 B)9,0 C)8,0 D) 10,0

e Média=1*A+2*B+3*C/(L+2+3)

Substituindo, temos:
Média =1+ A+ 2B +3*C/(1+2+3)
6 =1+x3+2*x6+3xx/6
6 =3+ 12+ 3x/6
6 x 6 = 15 + 3x
36 = 15 + 3x
3x = 36 — 15
3x = 21
x =21/3
x =7

Portanto, para que a média final seja 6, Paulo deve obter a nota C igual a 7

4) Na tabela a seguir estd a média dos alunos nos 1°, 2° e 3° himestres em Matematica.

Disciplina  |1°bim. [2° bim. (3° bim.
Ana 6 5 5
Maria 8 4 6
Pedro 7 7 5

Suponha que a média da escola seja igual a 6 pontos. Se no 4° bimestre a nota de todos
os estudantes for igual a 7, podemos afirmar que:
A) todos os alunos foram aprovados. B) somente Ana foi reprovada.



C) somente Maria foi reprovada. D) somente Pedro foi reprovado.
Resposta correta letra B.

5) A média ponderada dos nimeros 5, 12, 20 e 15 com pesos respectivamente iguais
al 2,3e4é:

A)6,0B)16,4C)17,2D) 17,8 E) 18,0

Para calcular a média ponderada, € necessario multiplicar cada numero pelo seu
respectivo peso, somar esses produtos e dividir pelo somatério dos pesos.

No caso dos numeros 5, 12, 20 e 15, com pesos iguais a 1, 2, 3 e 4, respectivamente,
a média ponderada pode ser calculada da seguinte forma:

(5+1+12%24+20%34+15%4)/(1+2+ 3+ 4)
Realizando as multiplicacbes e somando:
(5 + 24 + 60 + 60) /10
(149) / 10
14,9

Portanto, a média ponderada é 14,9. Nenhuma das alternativas fornecidas corresponde
a esse valor. Pode haver algum erro nos pesos ou has alternativas fornecidas.

6) Em uma escola de Ensino Fundamental um concurso estabelece regras para
conceder uma bolsa de estudos para o Ensino Médio. Em cada bimestre os
alunos do 9.° ano realizam uma avaliacao e, ap0s os quatro bimestres, as notas
sdo somadas. Os quatro alunos finalistas sdo os que alcancam as maiores
pontuacdes. Ganhara a bolsa aquele que possuir a média mais alta das quatro
notas das avaliacdes.

As notas dos quatro alunos finalistas séo:

1° 2° 3° 4°

Bimestre Bimestre Bimestre Bimestre
Aluno A 75 86 83 91
Aluno B 78 98 67 99
AlunoC 83 84 89 87
Aluno D 98 65 87 77

O aluno que ganhou a bolsa de estudos foi
a) o aluno A. b) o aluno B. c¢) o aluno C. d) o aluno D.

7) (Enem - 2017) A avaliacdo de rendimento de alunos de um curso universitario
baseia-se na média ponderada das notas obtidas nas disciplinas pelos
respectivos nimeros de créditos, como mostra o quadro:



Avaliacao Média de notas (M)
Excelente 9<M=<10
Bom 7T=M=<9
Regular 5«M=<7
Ruim 3=sM=5
Péssimo M<3

Quanto melhor a avaliagdo de um aluno em determinado periodo letivo, maior
sua prioridade na escolha de disciplinas para o periodo seguinte.

5 s Numero
Disciplinas Notas de criditos
| 12
Il 8.00 4
[ 6.00 8
Y 5,00 8
V 7.50 10

Determinado aluno sabe que se obtiver avaliacdo “Bom” ou “Excelente”
conseguira matricula nas disciplinas que deseja. Ele ja realizou as provas de 4
das 5 disciplinas em que esta matriculado, mas ainda néo realizou a prova da
disciplina I, conforme o quadro.

Para que atinja seu objetivo, a nota minima que ele deve conseguir na disciplina
| é

a) 7,00. b) 7,38. ¢) 7,50. d) 8,25. e) 9,00.

8) (FGV) Sejam os numeros 7, 8, 3, 5, 9 e 5 seis numeros de uma lista de nove
numeros inteiros. O maior valor possivel para a mediana dos nove numeros da
lista é

a)bb)6c)7d)8¢e)9

Como se trata da mediana, organizaremos esses numeros em ordem
crescente:

| 3 | 5 | 5 7 8 9

Mas o enunciado do exercicio informou que na lista constam nove niumeros,
portanto, restam ainda trés valores que ndo conhecemos. Todavia, como a
mediana deve ser a maior possivel, devemos considerar que esses numeros
desconhecidos sdo X, y e z e que eles sao maiores que nove. Agora basta
acrescentar esses numeros a sequéncia:

[ s [ s [ s [ 7 N 9 [ = | 5y [ =2 |

Considerando os numeros desconhecidos maiores que nove, a mediana é
dada pelo nimero central da sequéncia, ou seja, o numero 8. Portanto, a
alternativa correta é a letra d.

9) Determine a média, moda e mediana do seguinte conjunto de dados: A = {2,
51,8, 12,9, 10, 2}

A média é a soma dos valores e dividido pelo total deles:

Média= 2 +5+1+8+12+9+ 10+ 2)/8 =49/8 = 6,125

A moda € o valor que aparece mais vezes:

Moda = 2



A mediana é o valor central do conjunto de dados:
Mediana = 1,2, 2, 5,8, 9,-10-12 = (5 + 8)/2 = 6,5 Primeiro ordenamos os dados
e depois pegamos os dois valores centrais, pois o total de elementos do conjunto
€ par e fizemos a média dos dois valores centrais.

13.2. Relatério Encontro 10

Relat6orio PROMAT
10° Encontro — 27/05/2023

No dia 27 de maio de 2023, iniciamos o ultimo encontro do PROMAT.
Para fazermos uso das midias, tivemos alguns problemas técnicos que causou

um pequeno atraso para darmos inicio a explicacao.

Primeiramente apresentamos alguns conceitos disponibilizando alguns
exemplos para intercalar com a explicacdo. Solicitamos aos alunos para
resolverem os exemplos expostos e os chamamos em seguida para apresentar

suas resolucdes no quadro.

Figura 76 - Aluno apresentando resolucéo

Fonte 40 - Acervo das Autoras

Demos sequéncia com as explicacdes, resolvendo o0s proximos
exemplos juntamente com os alunos. Ap6s mais algumas explicacbes e

exemplos, finalizamos a parte de definicdes e exemplos da aula.

Liberamos os alunos para o intervalo onde fizemos uma
confraternizacdo. No retorno, solicitamos aos alunos que se reunissem em

grupos para realizarmos um jogo.



Figura 77 - Alunos jogando

Fonte 41 - Acervo das autoras

Ap6s os alunos realizarem o jogo, fizemos a entrega da lista de
exercicios e solicitamos para que eles a resolvessem. Para finalizar, realizamos

a correcao dos exercicios no quadro.

14. Consideracdes Finais

2

“Quem ensina aprende ao ensinar. E quem aprende ensina ao aprender.’

Paulo Freire

O Estagio Supervisionado Il é essencial para a formagao docente e para
a construgao da identidade profissional. No PROMAT conseguimos relacionar a
teoria e a pratica com mais confianga, pois no decorrer desse periodo contamos

com orientacao de professores que atuam na area a anos.

Outro ponto positivo do PROMAT ¢é seu publico-alvo, constituido na
maioria por alunos do Ensino Médio que tem a intens&o de estudar para o Enem
e Vestibulares. Como os alunos frequentam por vontade prépria vemos uma

maior participagao e interacdo nos encontros, facilitando assim a aprendizagem.

No decorrer deste periodo nos reunimos, juntamente com os professores
orientadores e colegas da turma, e discutiamos o0 que ocorreu nos encontros
passados, o que funcionou € o que nao funcionou, e implantavamos essas

discussodes no planejamento dos proximos encontros.

Nesse processo diversos conhecimentos foram compartilhados, entre

eles ressaltamos a busca por metodologias atrativas para o aluno, com materiais



e jogos diversificados. Nosso principal objetivo era a aquisigdo do conhecimento
matematico de uma maneira mais ludica, mostrando para os alunos que a
aprendizagem nao precisa ser apenas mecanica, decorando formulas sem

compreender Seu uso.

Nos encontros com os alunos conseguimos refletir sobre a pratica
docente, e entender que ser professor € mais do que apenas repassar O
conhecimento. Para estabelecer uma boa relagcdo com os alunos tivemos que
praticar um olhar mais sensivel durante nossas conversas, e assim entender as
dificuldades dos alunos sobre o assunto a ser trabalhado e aproveitar suas
facilidades ao aprender, como por exemplo, vimos que os alunos participavam e

engajavam mais quando traziamos o baralho para a sala de aula.

Concluimos assim, que esse espaco foi de extrema importancia para
nossa formacdo, aprofundamos em metodologias, jogos e ferramentas que
trabalham o conhecimento de uma maneira mais ludica, compartilhamos ideias
e ensinamento sobre a sala de aula e por fim, (re)construimos nossa forma de

ver e sentir a docéncia.



